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Zusammenfassung

In dieser Diplomarbeit wurde das Erstarrungsverhalten harter Kugeln (und ihrer binéiren
Mischungen) unter Verwendung numerischer Methoden der Statistischen Mechanik unter-
sucht. Die dabei verwendeten Konzepte sind die klassische Dichtefunktionaltheorie und die
klassische Fliissigkeitstheorie. Mit Hilfe der Fliissigkeitstheorie wird die homogene fliissi-
ge Phase beschrieben, im Rahmen der Dichtefunktionaltheorie werden die Eigenschaften
des Festkorpers beschrieben, der in diesem Konzept als stark inhomogene Fliissigkeit
betrachtet wird. Fiir die Dichtefunktionale wurden s.g. weighted density Naherungen ver-
schiedener Komplexitéit verwendet.

Im Einkomponentenfall wurde der Erstarrungsiibergang unter Beriicksichtigung von
Zwei- und Dreiteilchenkorrelationsfunktionen ermittelt; es wurde bestétigt, dafl das kubisch-
flichenzentrierte Gitter thermodynamisch stabiler ist als das kubisch-raumzentrierte. Das
einfach kubische Gitter stellte sich als thermodynamisch instabil heraus. Bei der Unter-
suchung der Erstarrungsvorginge bindrer Mischungen wurden drei Kristallstrukturen un-
tersucht: das NaCl- und das CsCl-Gitter, sowie das ungeordnete kubisch-flichenzentrierte
Kristallgitter. Neben Stabilitdtsuntersuchungen wurde der Einflufl der numerischen Para-

meter auf das Phasendiagramm eingehend untersucht.
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Kapitel 1
Einleitung

Klassische Fliissigkeitstheorie in Verbindung mit klassischer Dichtefunktionaltheorie stellt
eine sehr verldssliche Methode zur Beschreibung des Erstarrungsverhaltens von Fliissig-
keiten und ihrer Mischungen dar. Dabei werden die thermodynamischen und struktu-
rellen Eigenschaften der (homogenen) Gas- und Fliissigkeitphase mit Hilfe geeigneter
Fliissigkeitstheorien beschrieben. Der Festkorper wird als spezielle inhomogene Fliissig-
keit betrachtet; die thermodynamischen Eigenschaften des Festkorpers werden mit Hilfe
der Dichtefunktionaltheorie berechnet, wobei dieser auf eine Fliissigkeit geeigneter Dichte
abgebildet wird.

Im Rahmen dieser Arbeit wurde das Erstarrungsverhalten von harten Kugeln und ihrer
bindren Mischungen untersucht. Harte Kugeln spielen in der klassischen Fliissigkeitsphysik
eine zentrale Rolle, sie sind wegen ihrer auflergewOhnlichen Eigenschaften auch heute
noch Gegenstand zahlreicher eingehender Untersuchungen. Besonders interessant ist die
Tatsache, da§ harte Kugeln - trotz der Tatsache, dafi ihr Potential rein repulsiv ist (und
somit ihre innere Energie null ist) - einen Erstarrungsiibergang aufweisen; er ist rein
entropisch bedingt.

Die im Rahmen dieser Arbeit verwendeten Dichtefunktionaltheorien gehoren durch-
wegs der Gruppe der s.g. weighted density approrimations an; hier wird die inhomogene
Einteilchendichte des Festkorpers, die lokal oft sehr hohe Werte annehmen kann, durch
Mittelung mit Hilfe einer Gewichtsfunktion iiber einen Bereich (lokal oder global) auf ei-
ne Fliissigkeit geeigneter Dichte abgebildet. Zur Bestimmung der Gewichtsfunktion (und
somit des Funktionals) miissen die Eigenschaften der homogenen Fliissigkeit sehr genau
bekannt sein. In dieser Arbeit wurde das fliissige System der harten Kugeln im Rah-

men der Percus-Yevick Niherung (und einem darauf aufbauenden, verbesserten Konzept,



der Verlet-Weis Niherung) behandelt. Der Vorteil dieser Parametrisierung der Struk-
turfunktion und der thermodynamischen Eigenschaften besteht darin, dafl diese Gréfien
(weitgehend) analytisch berechnet werden kénnen.

Im Einkomponentenfall konnten die aus der Literatur bekannten Ergebnisse (Koexi-
stenzdichten, Ubergang in die kubisch-flichenzentrierte Struktur) verifiziert werden. Ne-
ben der Beriicksichtigung von Zweiteilchen-Korrelationsfunktionen der fliissigen Phase
wurden — unter erheblichem Rechenaufwand — auch Dreiteilchen-Korrelationsfunktionen
in das Konzept inkludiert. Der Einfluss dieses erweiterten Konzepts auf die Ergebnisse
wurde untersucht. Im binédren Fall ist die Situation aufgrund der nunmehr grofleren Zahl
der konkurrierenden Kristallstrukturen weitaus komplizierter. In dieser Arbeit wurden le-
diglich das ungeordnete kubisch-flichenzentrierte Gitter, die NaCl- und die CsCl-Struktur
beriicksichtigt. Die Stabilitét der einzelnen Strukturen wurde untersucht. Folgende Pha-
sendiagramme wurden ermittelt (7" ist die Temperatur des Systems, x die Konzentration
der Komponente mit dem gréferen Durchmesser und « das Verhiltnis der Durchmesser
der Teilchen der beiden Komponenten): die a-z-Phasendiagramme der NaCl- und der
CsCl-Struktur und die T-z-Phasendiagramme fiir &« = 0.95, « = 0.9 und o = 0.88 fiir
die ungeordnete fcc-Struktur, wobei im ersten Fall das Phasendiagramm einer idealen
Mischung und in den anderen beiden Fillen ein azeotropes Phasendiagramm gefunden
wurde.

Die Arbeit ist folgendermafien gegliedert: In den Kapiteln 2 und 3 werden die wich-
tigsten Grundlagen der Fliissigkeits- und der Dichtefunktionaltheorie dargelegt, in Kapi-
tel 4 wird auf die Anwendung dieser Theorien auf Hartkugelsysteme und ihre Mischungen
eingegangen, und schliellich werden in Kapitel 5 die Resultate vorgestellt; in Kapitel 6
werden die Ergebnisse zusammengefasst und diskutiert. Im Anhang befinden sich die bei-
den Ndherungen, mit denen die Triplett-Korrelationsfunktion berechnet wurde und die
hier verwendeten Formeln fiir die strukturellen und thermodynamischen Groflen einer

Mischung harter Kugeln.



Kapitel 2

Grundlagen

2.1 Notation

Die thermodynamischen Systeme in dieser Arbeit werden durch folgende Parameter ge-
kennzeichnet: Die Teilchenzahl wird mit N bezeichnet und das Volumen, das das System
einnimmt, mit V; die homogene Teilchendichte ist durch p = N/V gegeben. Weitere
wichtige Groflen sind die Temperatur T bzw. die inverse Temperatur 8 = 1/kgT.

In dieser Arbeit werden nur Systeme betrachtet, die aus harten Kugeln bestehen; deren
Durchmesser wird im weiteren immer mit o bezeichnet. Das Paarpotential u(r) zwischen

harten Kugeln ist gegeben durch

die Packungsdichte n

charakterisiert dieses System vollstindig.

Bei bindren Systemen, die aus zwei Sorten von Teilchen bestehen (Index 1 und 2),
kommt ein zusitzlicher Freiheitsgrad - die Konzentration z; = N;/N, i = 1,2 - hinzu,
wobei N; die Teilchenzahl der i-ten Komponente bezeichnet, in der die Teilchen den
Durchmesser o; haben. Als Konvention in dieser Arbeit wurde die Teilchenspezies mit
dem grofleren Durchmesser mit dem Index 2 versehen, die mit dem kleineren mit 1. Das
Verhiltnis der beiden Kugeldurchmesser ist als & = 09/07 < 1 definiert, und um Indizes zu

sparen, wurde x = x5, der Konzentration der gréfleren Kugeln, gesetzt. Die Paarpotentiale
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sind in diesem Fall gegeben durch

oo <0
Uij(r):{ 0 7“>0;; ’

ein sogenanntes additives Hartkugelpotential, wobei o,; = (0; + 0;)/2.

Die partielle (7;) und die totale (n) Packungsdichte sind

™ .
i = go-?xipal = 152

T
n = m + Mo = 80’;’(3310{3 + $2)p

2.2 Kristallstrukturen

Fiir Einkomponentensysteme wurden in dieser Arbeit nur Berechnungen fiir den kubisch-
flichenzentrierten (fcc) Kristall und den kubisch-raumzentrierten (bcc) Kristall durch-
gefiihrt. Wenn die Gitterkonstante a ist, dann ist eine mogliche Wahl der Basisvektoren
fiir den fce-Kristall

a a/2 a/2
ap = , Az = a/2 , Az = 0 (2 ]‘)
0 a/2
und fiir den bce-Kristall
a 0 a/2
aa=|0],a=|al, as=]a/2 |. (2.2)
a/2

Die Gittervektoren des reziproken Gitters sind durch

Ay X ag
(al 3233)

az X aj a; X asg

A1:27T A2:27T =21

(31 3233) ° (313233)

definiert, wobei (ajasaz) = a; - (ap X a3) das Volumen der Elementarzelle des realen
Gitters ist. Fiir den fcc-Kristall hat das reziproke Gitter eine bce-Struktur und fiir den
bcee-Kristall eine fce-Struktur.

Fiir bindre Systeme wurden drei verschiedene Kristallstrukturen betrachtet:

1. das ungeordnete fcc-Gitter, in dem die Atome der beiden Komponenten statistisch

iiber das Gitter verteilt sind;
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2. die CsCl-Struktur, die aus zwei, um eine halbe Raumdiagonale verschobenen, einfach
kubischen (sc) Gittern besteht, die jeweils mit einer Teilchensorte besetzt sind. Falls
beide Gitter mit den gleichen Teilchen besetzt werden, reduziert sich die CsCl-

Struktur zu einem bcc-Kristall;

3. die NaCl-Struktur, die aus zwei, um eine halbe Raumdiagonale verschobenen, fcc-
Gittern besteht, die jeweils mit einer Teilchensorte besetzt sind. Bei einer Reduktion
auf eine Komponente wird die NaCl-Struktur zu einem sc-Kristall mit halber Kan-

tenldnge.

Bei einem geordneten Gitter ist die Konzentration keine freie Variable mehr (z = 1/2),
fiir ein ungeordnetes Gitter ist 0 < z < 1.

Die Basisvektoren fiir das ungeordnete fcc-Gitter entsprechen den Vektoren aus Glei-
chung 2.1. Die beiden anderen Gitter werden durch drei Basisvektoren a; und einen Ver-
schiebungsvektor d;; beschrieben, der die Urspriinge der beiden Teilgitter verbindet. Eine

mogliche Wahl fiir die Gittervektoren der CsCl-Struktur ist (Gitterkonstante a):

)
Q

und fiir die NaCl-Struktur

a a/2 a/2
a=|0|, aa=| a/2 ,33( 0o 1,
a/2

a/2

di1 =d =0, diu=| a/2 |.
a/Q)




2.2: Kristallstrukturen

Abbildung 2.1: Ungeordnetes fcc-Gitter mit x = 0.5




Abbildung 2.2: CsCI-Struktur




Abbildung 2.3: NaCl-Struktur




Kapitel 3

Theoretische Konzepte

3.1 Grundlagen der Fliissigkeitstheorie

Die mikroskopische Struktur einer Fliissigkeit wird durch die direkte Korrelationsfunktion
¢(r) und die totale Korrelationsfunktion A(r) beschrieben, wobei angenommen wird, dafl
die Fliissigkeit homogen und isotrop ist; dann gilt p(r) = p, ¢(r) = ¢(r) und h(r) = h(r).
Die totale Korrelationsfunktion h(r) steht mit der Paarkorrelationsfunktion g(r) in einem

einfachen Zusammenhang;:
g(r) =1+ h(r). (3.1)

Die grundlegende Beziehung zwischen den beiden Korrelationsfunktionen A(r) und c(r)
ist die Ornstein-Zernike-Gleichung (OZ-Gleichung) [1]

Br) = o{r) + p [ dr'e(fx — ¥'))h(r"), (3:2)

die, bei Kenntnis der totalen Korrelationsfunktion A(r), die Definitionsgleichung fiir die
direkte Korrelationsfunktion ¢(r) darstellt. Die OZ-Gleichung kann formal, durch iterati-

ves Einsetzen, nach h(r) aufgelost werden:

h(r) =c(r) + p/dr’c(\r —1'|)e(r’) + pQ/dr"/dr'c(\r —r'e(jr’ = 1") +....

Dadurch kann folgende Interpretation fiir ¢(r) und h(r) gewonnen werden: Die totale
Korrelation zwischen zwei Teilchen ist die Summe der direkten Korrelation dieser Teilchen
plus der indirekten Korrelation, vermittelt durch eine steigende Zahl von Zwischenteilchen
(3. und nachfolgende Terme der Gleichung). In der Praxis stellt sich heraus, daf§ A(r) nicht
nur wesentlich langreichweitiger ist als ¢(r), sondern auch einen stirker oszillierenden

Verlauf aufweist.

12
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Durch Fourier-Transformation der OZ-Gleichung erhélt man die algebraische Glei-
chung
h(k) = &(k) + ph(k)é(k). (3.3)

Die beiden Funktionen & (k) und &(k) stehen mit dem statischen Strukturfaktor S(k), der

experimentell mefibar ist, in folgender Beziehung [1]:

1

S(k) =1+ ph(k) = gy

(3.4)

Im allgemeinen ist h(r) allerdings unbekannt, zur Losung der OZ-Gleichung wird eine
weitere Relation zwischen h(r), ¢(r) und dem Paarpotential u(r) bendtigt; eine solche
Beziehung wird closure relation genannt und stellt einen funktionalen Zusammenhang

zwischen diesen Funktionen dar:
Fle,h,u;r] = 0. (3.5)

Closure Beziehungen koénnen, unter Annahme vereinfachender Niaherungen, aus exakten
Ergebnissen der statistischen Mechanik hergeleitet werden (einen Uberblick bieten [1] und
2).

In dieser Arbeit wird fiir Hartkugelsysteme ausschliefilich die Percus-Yevick-Closure

Beziehung (PY) verwendet; sie hat folgende Form:

c(r) = f(r)y(r), (3.6)
mit
f(r) = e(r)-1
e(r) = e Bulr)

hr)+1_ g(r)

e(r) — e(r)
Fiir ein reines Hartkugelpotential ist es im Rahmen der PY-N#herung méglich, analytische
Ausdriicke fiir ¢(r) zu erhalten ([3] und [4]):

2
a+bl +1ina(Z) r<o
cPY(r;m:{ i (2) , (37)
0 r>o0
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bzw. fir die Fourier-Transformierte:

. 4 .
e (kin) = Jzla(ycosy —siny)

b
+61—(y* cosy — 2ysiny — 2 cosy + 2)
)
1 a 4, 3 2
+§77E(y cosy — 4y’ siny — 12y~ cosy
+24ysiny + 24 cosy — 24)], (3.8)
wobei a = (14 29)%/(1—n)*, b=—(1+n/2)/(1 —n*) und y = ko. Fiir den Druck erhilt
man aus der Druckgleichung

6] 27 /00 sde(r) 2
—p=1+— drr’——= =1+ —
Sp =14 e [ A= my(n) = 14 2 potg (o)

und aus der Kompressibilitdtsgleichung

10p ~
—— =1+ ph(0
5ap — LT PHO)
verschiedene Ergebnisse:
B py 1420+ 3n?
;pp (77) = (1 _ 7’])2 (39)
B 1+n+7°
;pr(n) = Wa (3.10)

wobei der Index p fiir das Ergebnis aus der Druckgleichung und der Index c fiir das Ergeb-
nis aus der Kompressibilitdtsgleichung steht. Die PY-N&herung ist also thermodynamisch

inkonstistent. Uber die Maxwell-Relation

__(9F
P==\ov .

148t sich durch thermodynamische Integration die freie Energie F' und im weiteren die freie
Energie pro Teilchen f = F/N berechnen, die im folgenden als Energiedichte bezeichnet

wird. Die Ergebnisse fiir die freie Energiedichte lauten:

) = 6 <ﬁ - 1) +21In(1 —1n) (3.11)
120 = 5 (2 1) -ma -0 312

Neben der thermodynamischen Inkonsistenz hat die PY-Losung fiir harte Kugeln den

Nachteil, daf} sie vor allem fiir hhere Dichten ungenau wird (der Kontaktwert von g(r)
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ist zu niedrig, was sich in den Werten fiir den Druck auswirkt, die stark von den Simu-
lationsdaten abweichen), deshalb wurde von Verlet und Weis [5] eine semiempirische Pa-
rametrisierung vorgeschlagen, die auf der heuristischen Zustandsgleichung von Carnahan
und Starling (CS) [6] basiert:

épcs(n) _ L+n+n* -7’
p (1—n)?

Mit dieser Zustandsgleichung lassen sich Ergebnisse von Monte-Carlo-Simulationen sehr

(3.13)

genau annihern. Uberraschenderweise besteht ein einfacher Zusammenhang zwischen p®,

Pp und p.:
cs 1 2

= —p, + p,. 3.14
P =gpptgp (3.14)
Das Ergebnis fiir die freie Energiedichte ist dann
4n — 3n?
oM = (3.15)
(1—mn)*

Die Paarverteilungsfunktion, die von Verlet und Weis vorgeschlagen wurde, sieht folgen-

dermaflen aus:

0 r<o

3.16
{go(a%;no)Jr%em(T”)COS(m(T—O)) rzo .

r
;an)_

9(
Sie besteht also aus einem Hartkugelreferenzteil QO(ULO§ 7o) mit leicht reduziertem Durch-
messer 0g = 0J/1 — ;& und einem Term, der einer geddmpften Schwingung entspricht. Die
beiden Parameter C' und m miissen nun so angepafit werden, dafl die Resultate fiir den
Druck (aus Druck- bzw. Kompressibilititsgleichung) konsistent sind und Gleichung 3.13

entsprechen.

3.2 Grundlagen der Dichtefunktionaltheorie

In der klassische Dichtefunktionaltheorie ([7] und [8]) wird die freie Energie eines raumlich
inhomogenen Systems als Funktional der Teilchendichte p(r) dargestellt. Der Formalis-
mus gewihrleistet, dafl aus diesem Funktional dann alle thermodynamischen Gréflen und
alle Korrelationsfunktionen abgeleitet werden konnen, die die mikroskopische Struktur
des Systems beschreiben. Die Bestimmung des exakten Funktionals ist fiir allgemeine Sy-
steme praktisch unmdoglich, da das einer exakten Lésung der statistischen Mechanik der

Fliissigkeit entsprechen wiirde.
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Wir beschrianken uns auf Hamiltonfunktionen der Form

Hy=T+U+YV, (3.17)
wobei
N _2
p.
T = —4
Z.Zl2m
= U(ry,...,ry)

V = Z ‘/eact(ri)-

i=1

N
U ist das Potential zwischen den Teilchen, das nicht als Summe von Paarpotentialen
darstellbar sein muf, V,,;(r) ist ein beliebiges externes Einteilchen-Potential und m die
Masse eines Teilchens, sowie r; die Position und p; der Impuls des i-ten Teilchens.

Fiir die klassische Spurbildung verwenden wir Trg, d.h.

> 1
r_[\I'cl = ]Vzom/drl .. dI'N/dp1 .. de (318)

Die Gleichgewichtsdichte py(r) ist dann durch

po(r) = (p(r)) (3.19)

ggeben, wobei p(r) = YN, 6(r — r;) der Dichteoperator ist und der Mittelwert eines
beliebigen Operators O iiber
(0) = TrafyO (3.20)

gebildet wird.
Das System wird im groflkanonischen Ensemble beschrieben; die Wahrscheinlichkeits-
dichte fo(r1,...,tn,P1,.-.,Pn) ist im Gleichgewicht fiir N Teilchen und die Temperatur

T im N-Teilchen-Phasenraum Il definiert als

~lg=B(Hn—pN) (3.21)

(1]

fo=

wobei u das chemische Potential und § = 1/kgT die reduzierte Temperatur ist. Die

Zustandssumme = ist durch
E = Trye PHN—#N) (3.22)

gegeben. Sei f eine beliebige, auf IIy definierte, normierte Wahrscheinlichkeitsdichte

(Trgf = 1), dann kann man mit Hilfe des Funktionals

Qf] = Traf(Hy — pN + 87" In f) (3.23)
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zeigen, dafl das externe Potential V,,; eindeutig die Gleichgewichtsdichte po(r) bestimmt
und umgekehrt. Fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte im Gleichgewicht gilt

Qlfo]l == 'mE=Q, (3.24)
das Funktional reduziert sich also auf das Grofle Potential und erfiillt die Ungleichung

QU] > Qfel, f# fo (3.25)

fiir alle Wahrscheinlichkeitsdichten f, denn aus den Gleichungen 3.21, 3.23 und 3.24 folgt

QUf1 = Qlfol + 87" (Traf In f — TrafIn fo). (3.26)

Aus der Gibbs-Ungleichung folgt [1], dafi der Term in der Klammer positiv ist, wenn
f# fo-

Nun zu dem zuvor angesprochenen Beweis, dafl die Gleichgewichtsdichte p, eindeutig
durch das externe Potential festgelegt ist. Angenommen, es géibe ein Potential V/,,(r) (mit
Hamiltonfunktion Hy = T+ U + V'), das zur gleichen Gleichgewichtsdichte py(r) wie das
externe Potential V., (r) fiihrt. Die Wahrscheinlichkeitsdichte im Gleichgewicht zu V. ,(r)
sei f'(# fo) und das entsprechende Grofie Potential Q. Aus Ungleichung 3.25 folgt

Q = Traf (Hy — pN + B 1n f')
< Trafo(Hy — uN + B '1n fy).

Die rechte Seite der Ungleichung entspricht Q + Try fo(V' — V), also
¥ < @+ [ drpo(e)(Vin(x) = Veur(r): (3.27)

Eine analoge Rechnung bei Vertauschung von gestrichenen und ungestrichenen Groéfien

liefert
Q<Q + Trgf'(V-V"

und, da f’ auch zur Dichte py(r) fiihrt,
Q<+ [ drpo(r) (Vean(r) = Vi (). (3.28)
Die Addition von 3.27 und 3.28 fiihrt zu dem Widerspruch

QO+ <O +Q. (3.29)
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Somit fiihrt die Annahme, daf§ es zwei verschiedene externe Potentiale V., und V,, gibt,
die zur gleichen Gleichgewichtsdichte py fiihren, zu einem Widerspruch, womit bewiesen
ist, dafl das externe Potential eindeutig die Gleichgewichtsdichte po(r) bestimmt. Somit
ist auch

Flo)=Traf(T+U+ B8 'Inf) (3.30)

ein eindeutiges Funktional der Dichte p(r).

Ein zweites wichtiges Funktional ist

Qwlp] = Flol + [ dep(e)Veu(x) — p [ drp(r). (3.31)

Fiir die Gleichgewichtsdichte py wird 2y[p] das Grofle Potential, also

Qv[p] = Q, (3.32)
weiters minimiert py das Funktional

il _ (3.33)

OP(x) lp=py

Der Wert des Funktionals F[py] entspricht der inneren freien Energie des Systems, die

gesamte freie Energie ist

F= / drpo (1) Vaat () + Flpo)- (3.34)
Aus Gleichung 3.33 folgt die Euler-Lagrange-Gleichung
0F
Veult) + 2A (3.35)
P lp=po

die bei bekanntem Funktional F[p] die Bestimmungsgleichung fiir die Gleichgewichtsdichte

po ist. Oft wird
0Fp]
in(T; = —— 3.36
pinlrs ) = =5 (3.36)
als das intrinsische chemische Potential bezeichnet. Fiir das ideale Gas reduziert sich F|p|

auf

Frteallp] = 71 / drp(r) [In(X*p(r)) 1], (3.37)

wobei A = /h28/2mm fiir die thermische de Broglie-Wellenlénge steht.
Die zuvor eingefiihrten Funktionale F und €2y stehen nicht nur in engem Zusam-
menhang mit den thermodynamischen Eigenschaften des Systems, sie enthalten auch

Informationen iiber die mikroskopische Struktur, denn sie sind erzeugende Funktionale
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der direkten Korrelationsfunktion und der Paarkorrelationsfunktion. Das Funktional F/[p]

wird zweckméBigerweise in einen idealen Teil und einen Exzef3-Teil aufgespalten:
Flp] = Fialp] + Fealpl. (3.38)

Fez ist ebenfalls ein eindeutiges Funktional von p(r). Mit dieser Definition und 3.37 ist

Bitin(r; [p0]) = In(Ap(r)) — W (x; [0]), (3.39)
wobei ¢V)| die direkte Einteilchen-Korrelationsfunktion, als

6 Fexp]
dp(r)

definiert ist. Durch Einsetzen in Gleichung 3.35 erhélt man folgende Beziehung fiir die
Gleichgewichtsdichte:

A (rs o)) = -

(3.40)

po(r) = ze PVeat®)+eMlripal (3.41)

mit der Fugazitit z = A~3e’*. Die GroBe —B‘lc(l)[r; po| stellt also ein zuséitzliches, ef-
fektives Einteilchenpotential dar, das zur Gleichgewichtsdichte p, beitrigt. Weitere Ab-
leitungen von F,, liefern direkte Korrelationsfunktionen héherer Ordnung:

W (ry;
R

dp(r2)
_ 0 Fealp
= P Spw)optr) (342)
3 . o 53Few[p]
D (ry,re,t3:[p]) = —f NN (3.43)
ey, rmlp) = —f— T ez|/) (3.44)

op(r1)---0p(rn)
Diese Gleichungen werden auch Summenregel genannt. Man kann zeigen, dafi die Funktion
@ (ry,r9;[p]) der von Ornstein und Zernike eingefiihrten direkten Korrelationsfunktion
entspricht.
Das Funktional €2y, kann mit Hilfe der Funktion

u(r) = i~ V(1) (3.45)

zu

wlp] = — [ dep(e)u(r) + Flp] (3.46)
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umgeschrieben werden. Die Funktionalableitung von Qy [p] nach u(r) liefert

55?( ey + / a2 (gpf(g u(r')) . (3.47)

Wertet man diese Ableitung fiir p(r) = ,oo(r) aus, so verschwindet der Term in der Klam-

mer als Folge von Gleichung 3.35, und man erhélt

6y [p]
du(r)

Die zweite Ableitung von 2y nach u liefert die Dichtekorrelationsfunktion

0*Qy [p] _ pe10po(r1) R
Su(r1)drs) =F Su(r) ((B(r1) = po(r1))(A(r2) = polr2)))
(3.49)

die mit der Paarverteilungsfunktion p® (r,r') = <Ei¢j d(r—ry)do(r' — rj)> folgenderma-

= —po(T). (3.48)

p=p0

G(ri,ro) =— 471

p=p0

Ben verkniipft ist [7]:

G(r1,12) = p® (r1,12) + po(r1)d(rs — 12) — po(T1) PO (T2). (3.50)

Die beiden GréBen ¢t (ry, r9; [p]) und G(r1, r5) sind iiber eine Beziehung verkniipft, die sich
als Aquivalent der Ornstein-Zernike-Gleichung herausstellt: Umschreiben von Gleichung
3.41 fithrt zu
O (rs; (o) = In [Vpo(e)] — pue) (351)
und Differenzieren nach po(rs) liefert
6(ri —rp)  Bdu(ry)
po(r2) op(r2)

Der zweite Term der rechten Seite entspricht der Inversen zu —G(ry,rs), —G ' (r1,T2),

D (ry,rs) = @ (ry,re; [po]) = (3.52)

P=po

wobei die Inverse als

/drgg_l(rg, r3)G(r3,ry) = 0(ry —ro) (3.53)
definiert ist. Einsetzen von Gleichung 3.50 und 3.52 in 3.53 fiihrt zu einer Integralglei-
chung, der inhomogenen OZ-Gleichung:

p®) (r1,12) — po(r1) po(rs) = (3.54)
= Po(rl)ﬂo(r2)c(2) (r1,T2) + po(r2) /dr3 (P(Q) (r1,13) — po(r1)po(r3)) ) (r3,T2).
Fiir eine homogene, isotrope Fliissigkeit mit Dichte po ist ¢ (r;,r5) = @ (|r; — ry)
und p®(ry,1y) = p2g(Jr; — r3]), wobei g(r) die radiale Verteilungsfunktion ist; damit
vereinfacht sich Gleichung 3.54 zur bekannten Ornstein-Zernike-Gleichung (3.2)

g(r) =1 =c?(r)+ py /dr'(g(r') — 1D (|Jr = r')). (3.55)
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3.3 Spezielle Dichtefunktionaltheorien

Die Bestimmung des exakten Funktionals der freien Energie ist nur fiir einige wenige Spe-
zialfille moglich (zum Beispiel fiir harte Teilchen in einer Dimension), jedoch nicht fiir
dreidimensionale Modellsysteme. Deshalb miissen fiir das Funktional Nidherungen ange-
nommen werden. Die in dieser Arbeit verwendeten Niherungen sind die Modified Weighted
Density Approzimation von Denton und Ashcroft [9] und deren Erweiterung von Khein
und Ashcroft [10] [11], die beide auf der Weighted Density Approzimation von Curtin und
Ashcroft [12] basieren.

3.3.1 Weighted Density Approximation

Die Weighted Density Approzimation (WDA) versucht, ein réumlich inhomogenes System
lokal auf ein rdumlich homogenes System mit der Dichte p abzubilden. Fiir den Exzeflanteil

der freien Energie (im weiteren immer F,) wird folgender Ansatz verwendet:

Fealpl = [ drp(®)£(x; o). (3.56)

wobei f(r;[p]) die lokale freie Energie pro Teilchen darstellt. In der WDA nimmt dieser
Term die Form

FEPAL] = [ drp(x) fo(p(r)) (3.57)
an, wobei f die freie Energie pro Teilchen einer rdumlich homogene Fliissigkeit und p(r)

die gewichtete Dichte ist, die mit Hilfe der Gewichtsfunktion w als

p(r) = [ dr'plr)w(r - s p(r)) (3.58)

definiert ist. Die Selbstkonsistenz beziiglich p(r) der WDA gewéhrleistet, dafi die Sum-
menregel (vgl. 3.61) im k-Raum,
n—2

0
&) (k,0, ..., 0; po) = e (k; 3.59
c ( aOa aoa pO) 5"72;000 ( a)OO); ( )

erfiillt ist. Da die WDA auch fiir eine rdumlich homogenen Fliissigkeit (p(r) = py) ange-

wendet werden kann, mufl die Gewichtsfunktion auf 1 normiert sein:

/dr'w(r —1';p(r)) = 1. (3.60)

Um die Gewichtsfunktion w eindeutig zu bestimmen, fordert man, daff die Beziehung

zwischen der direkten Zweiteilchen-Korrelationsfunktion und der Funktionalableitung von
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Fer nach der Dichte erfiillt ist (Summenregel):

2 ! 52‘7:35‘51DA P
Pie—riom = (G520 .
Einsetzen von 3.57 in 3.61 liefert den Ausdruck
B (= 5p0) = filpo)wlr — ' po)
+p0fq (po) / dr"w(r — " po)w(r’ — ¥ po)
0 fs(po) [ dr'[w!(x = " po)wlx’ = x"; po)
+w(r — 15 po)w'(x — 1% po)], (3.62)

wobei ein Strich fiir die Ableitung nach der Dichte steht. Die Gleichungen 3.57, 3.58, 3.60
und 3.62 definieren die WDA. Durch Fourier-Transformation wird aus Gleichung 3.62 die
Differentialgleichung

—B71e (ks po) = 2f5(k; po) + pof (po)id (k; po)?
+2p0 fo(po) @' (ks po)w (k; po).- (3.63)
Sind nun c(()Q) (k; po) und fo bekannt (vgl. voriger Abschnitt fiir harte Kugeln), kann die

Gewichtsfunktion w(k; p) aus Gleichung 3.63 numerisch ermittelt werden.

3.3.2 Modified Weighted Density Approximation
Einkomponentenfall

Die Modified Weighted Density Approzimation (MWDA) stellt eine vereinfachte Variante
der WDA dar, jedoch wird hier der Exzeanteil der freien Energie F..[p]/N global ap-
proximiert. Da Fg.[p]/N positionsunabhéngig ist, mufl auch die neue gewichtete Dichte p

positionsunabhéngig sein. Die Niherung fiir F..[p]/N sieht folgendermafien aus:
Fi Pl /N = folp), (3.64)
wobei p definiert ist als:
p=— /drp /dr p(rw(r —r'; p). (3.65)

Die Gewichtsfunktion @ in der obigen Gleichung entspricht nicht der Gewichtsfunktion
w aus der WDA, weshalb das neue Symbol eingefiihrt wurde. Wie in der WDA sind die
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Selbstkonsistenzbedingungen wichtige Randbedingungen. Damit die N#dherung fiir eine
rdumlich homogene Fliissigkeit exakt wird, mufl die Gewichtsfunktion auf 1 normiert
sein:

/dr'u_)(r —r';p)=1. (3.66)
Um die Eindeutigkeit von @ zu garantieren, fordert man wieder, dal F#WP4 die Sum-

menregel 3.61 erfiillt. Das fiihrt zu folgendem Ausdruck fiir w:

wlr =r'ip0) = g 57D 2 m) + o) (3:67)

wobei V' das Volumen des Systems ist. Durch Fourier-Transformation erhilt man

w(ki o) = 57 )[5 & (k; po) + 6(k)po f3 (o) - (3.68)

Fiir k£ # 0 ist die Gewichtsfunktion w proportional zu der Fourier-transformierten direkten
Korrelationsfunktion ¢{” (k; p). Die vier Gleichungen 3.64, 3.65, 3.66 und 3.68 definieren
die MWDA.

Die MWDA ist wesentlich leichter zu implementieren als die WDA, da einerseits die
Gewichtsfunktion nicht durch eine Differentialgleichung bestimmt werden muf}, sondern
proportional der direkten Korrelationsfunktion ist, und andererseits zur Berechnung von

Fer kein Volumsintegral berechnet werden musf.

Zweikomponentenfall

Bei Anwendung der MWDA auf eine binére Mischung [13] &ndern sich die entsprechenden

Formeln nur folgendermafien: Der Exzeflanteil der freien Energie ist durch
FMWPA 1, pa] = Nifo (0, 2) + Nofo(p?, z) (3.69)

gegeben, wobei N; die Teilchenzahlen der entsprechenden Komponente und p® die neuen

gemittelten Dichten darstellen, die folgendermaflen definiert sind:

5= L5 [ [y 0y (e =275 (3.70)

z j=1
Wieder miissen die Gewichtsfunktionen ;; auf 1 normiert sein, um im Limes der rdumlich
homogenen Fliissigkeit exakte Resultate zu reproduzieren, weiters gelten fiir die direkten

Korrelationsfunktionen c ) die Summenregel:

(527:%[/01, p2 )

FUNAAY PR =D (r —1|). '
3pi(x)0p;(r) (jr —x')) (3.71)

)

pi(r)=pio
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Einsetzen von Gleichung 3.69 und 3.70 in 3.71 liefert Bedingungen fiir die drei Gewichts-

funktionen:
! 8 — !
(v = 2w (-
1 9% fo Pfo 220 fo
— -2 — 3.72
v (po 03~ “opedz T py 02 (3.72)
! fo _ !
5 (e =r) = 2wl - )
1 82f0 82f0 37(1 — 37) anO
el 1-2 - .
+V ('00 opd + ?) dpodz po  Ox? (373)
0
5 (e =r) = 2w (ir - )
1 9 fo Pfo  (1—2)20f
— —— +2(1 — ; .74
+V(p0 o ( x)apoaw T o2 (3.74)
In ihrer Fourier-transformierten Form lauten sie:
. Ofo -~
51 E (k) = 28—{)21011(@
52f0 82fo z? 32f0
~ Ofo -
—pd (k) = 28—21012(@
an() 82f0 37(1 — l‘) 82f0
— 1—-2 — )
Ok <p0 op; (1 22) dpo0z po 022 (3.76)
. 0fo -~
) (k) = 28—;{2“]22(@
+6 %+2(1—x) Ofo , @=2) 0y (3.77)
H\ o0 dpo0z po  0z% ) '

3.3.3 Extended Weighted Density Approaches

Der Ansatz der Ertended Weighted Density Approaches inkludiert nicht nur die direkte

Zweiteilchen-Korrelationsfunktion c((f), sondern auch die Dreiteilchen-Korrelationsfunktion

c(()?’). Der allgemeine Ansatz fiir den ExzeBanteil der freien Energie ist

Fezlpl/N = f(p)o(x,y), (3.78)

wobei p fiir die Teilchendichte steht, sowie x = p/p und y = f(p)/f(p). Die Skalierungs-

funktion ¢(z,y) ist an sich beliebig, mufi jedoch im homogenen Limes die Bedingung
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#(1,1) = 1 erfiillen. Wird ¢ = y gewéhlt, so entspricht die obige Definition dem MWDA-
Funktional. Die gewichtete Dichte p ist folgendermaflen definiert:

p*0(z,y) = %/drp(r) /dr’p(r') /dr"p(r”)M(r —r'r—1";p), (3.79)

wobei M(r — r',r — r”; p) die neue Gewichtsfunktion darstellt und 6(z,y) eine zweite
Skalierungsfunktion, die die Bedingung #(1,1) = 1 erfiillen mufi. Wird § = = gewéhlt,
so wird die Definition aus der MWDA reproduziert. Um die Gewichtsfunktion eindeutig
festzulegen, verlangt man, dafl die Summenregel 3.44 fiir n = 2 und n = 3 erfiillt wird.

Diese Forderung fiihrt zu der Gleichung

B —1,r—1"p) 6fp(2p) ii((q;: Z)) (M(r —rr—1r";p)+ é’P[W'] — %)
+§H(K1, Ko p)P[W — 1/V]
o (of ()" (380)
wobei P fiir Permutationen von r,r’ und r” steht, also
PW]=W(—1;p)+W(—1"p)+ W' —1"p). (3.81)

Weiters verwenden wir
H(K,, Ky p) = (Klw; Pl(pf () = F()(3 + Ka(0; p)/ K:1(6; p))]

+1(0)Ka(6,0)) (7K (65) (3:52)

Wi —1's5p) = /dr"M(r -1’ 1" p)
_ _Ki(Gip) (@ =rip) =7 (p)/V)/B 1
= Ko 6/(5)/p v B8
Ki(0;0) = 0:+0,0f (p)/f(p) (3.84)
Ky(0;0) = —0.+0,0°(f'(0)/f(p))- (3.85)

Dabei steht ein Strich fiir die Ableitung nach der Dichte, die Indizes der Skalierungsfunk-
tionen ¢ und @ stehen fiir die Ableitung nach der entsprechenden Variable und Auswertung
an x = y = 1. Die vom Volumen abhéngigen Terme stellen sicher, daf die Gewichtsfunk-

tion auf 1 normiert ist und die Bedingungen

@) (3) acs (a; p)
¢ (,d =05p) =cy (a4, —q; p) = o (3.86)

M(a,d' = 0;p) = W(q; p) (3.87)
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erfiillt sind. Die Fourier-Transformation der Gewichtsfunktionen liefert relativ kompakte

Ausdriicke:

~r el e (4, q5p) a.d #£0, a# —d

5 W(q; p q=0,—q
M(q,q';p) = N ( , ) / (3.88)
W(d';p) q=0,—-q
1 q=q =0
und o
_1 Ki(0p) x(2)/ .
Wgp)={ 0 Kl (46) a7 (389)
1 q=0.
Die Bestimmungsgleichung fiir p im Fourier-Raum ist durch
Ki(6;p) 1
) =1 5D (3.90)

Ky (¢;0) BS(p)

gegeben, wobei die Struktur des betrachteten Systems die Funktion ® festlegt (siehe auch
Kapitel 4).




Kapitel 4
Praktische Umsetzung

Zur Berechnung der fest-fliissig-Phaseniibergéinge eines Hartkugelsystems muf} die freie
Energie der festen und der fliissigen Phase bestimmt werden (Einkomponentenfall, ge-
ordnete Gitter) bzw. die freie Enthalpie der beiden Phasen (ungeordnete Gitter). Das
Phasengleichgewicht (festgelegt durch die Koexistenzdichten p; und ps) ist im Einkom-
ponentenfall durch Gleichheit des Druckes p und des chemischen Potentials u festgelegt

(im weiteren steht der Index s fiir die feste Phase und der Index f fiir die fliissige Phase):

ps(ps) = pf(pf)
uip) = nslos): (4.1)
Fiir ein System aus zwei Komponenten mit einem geordneten Gitter wird die Koexistenz

durch Gleichheit des Druckes und des gemittelten chemischen Potentials (die Konzentra-

tionen z, und z; sind fixiert) festgelegt:

ps(ps) = pslpy)
(L—zp)pp +xppar = (1= @) s+ Tsptas, (4.2)

was in beiden Féllen gleichbedeutend mit

OF/V)s _ OF/V)s

5o = op, (4.3)
e I ARl e (4.4

ist. Geometrisch entsprechen die Gleichungen 4.3 und 4.4 einer gemeinsamen Tangente
der beiden Kurven (F/V), und (F/V);, aufgetragen iiber p (Maxwellsche Doppeltangen-

tenkonstruktion).

27
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Fiir ein bindres System mit einem ungeordneten Gitter wird der Druck der koexi-
stierenden Phasen gleichgesetzt und auf einen bestimmten Wert festgelegt; somit ist das
Phasengleichgewicht (bei konstantem Druck und konstanter Temperatur durch die Ko-
existenzkonzentrationen z, und z; gegeben) durch Gleichheit der chemischen Potentiale

der beiden koexistierenden Phasen bestimmt:

pip(piy) = pas(pis)
pop(par) = pas(pas), (4.5)

bzw. nach Einfiihrung von ¢ = G/N, der freien Enthalpie pro Teilchen,

agf ags
— 4.
Oz 0%, (4.6)
dg d9s
gf_”faa:],: TP T Sy, (4.7)

Das entspricht geometrisch wieder der Konstruktion einer Doppeltangente an g;(z) und

gs(z) als Funktion von z.

4.1 Einkomponentenfall

Die Berechnung der freien Energie fiir die Fliissigkeit erfolgt je nach verwendeter Ndherung
fiir die Struktur und Thermodynamik (PY oder CS) 3.11, 3.12 oder 3.15.

Der erste Schritt in der Berechnung der freien Energie fiir den Festkorper ist die Model-
lierung der Teilchendichte, die durch eine Summe von normierten Gaulkurven dargestellt

wird, die auf den Gitterplitzen des jeweiligen Gitters zentriert sind:
pu(x) = (a/m)¥2 e xR, (48)
R

wobei die Summe iiber alle realen Gittervektoren R lduft und der Lokalisationsparameter
a die Breite der Gauflkurven bestimmt und somit ein Maf fiir die Homogenitét darstellt
(im Limes o — 0 wird der Festkoérper zu einer rdumlich homogenen Fliissigkeit). Die

Fourier-Komponente der Dichte zum reziproken Gittervektor G ergibt:

1 . 2
po = [ dre S p(e) = pie=Ol, (49)
v JC

wobei das Integral {iber eine Elementarzelle 1auft, v das Volumen einer Elementarzelle ist

und p; fiir die gemittelte Dichte des Festkorpers steht. Zur Berechnung von p wird das
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Volumsintegral in Gleichung 3.65 in eine Summe iiber das reziproke Gitter transformiert:

Z pea(p (4.10)
Ps Gzo

Einsetzen von pg aus Gleichung 4.9 und @ aus Gleichung 3.68 liefert den Ausdruck

) 1 2 /20 < .
p(ps; ) = ps (1 - e CSQ)(G;p)) : (4.11)

216(P) &7

Da die Summanden nur vom Betrag des reziproken Gittervektors abhingen, kann die
Summation stark vereinfacht werden, indem iiber Schalen, also reziproke Gittervektoren
mit gleichem Betrag, summiert wird und die Summanden mit der Vielfachheit der Scha-
len multipliziert werden. Angenehmerweise werden die Summanden mit steigendem G
exponentiell geddmpft, weshalb der Fehler beim Abbrechen nach einer endlichen Anzahl
von Schalen sehr schnell vernachlédssigbar wird. Diese implizite Gleichung fiir p wurde mit
Hilfe des Newton-Algorithmus gelost. Die rechte Seite der Gleichung ist meistens para-
belférmig, und fiir einige Parameterséitze gibt es zwei Losungen. In diesem Fall wurde
immer die mit dem kleineren Wert fiir die weitere Rechnung herangezogen, da nur diese
Losung fiir o — 0 gegen ps konvergiert (vgl. Abbildung 4.1).

Sobald also die Festkérperdichte ps und der Lokalisationsparameter « festgelegt sind,
kann p bestimmt werden. Der néchste Schritt besteht darin, die totale freie Energie zu

bestimmen. F,, erhélt man aus Gleichung 3.64, dazu mufl noch der ideale Beitrag

Falps] = / drp,(r)(In(ps (r)A%) — 1) (4.12)

addiert werden, wobei A = h/(v/2mmkgT) fiir die thermische de Broglie-Wellenlinge
steht. Fiir den Fall, daf die Gaufikurven kaum iiberlappen (in guter Niherung fiir ao? >
50 erfiillt), kann F;4 durch

BFia(ps, @) /N = gln(a/w) +3In(\) - g

(4.13)
sehr gut angendhert werden. F,., ist monoton fallend beziiglich «, wihrend JF;; mono-
ton steigend ist. Fiir geniigend grofie Werte von « hat die totale freie Energie fiir einen
nichtverschwindenden Lokalisationsparameter ein lokales Minimum, das unterhalb der
freien Energie der fliissigen Phase liegt; die thermodynamisch stabile Phase ist also der
Festkorper (vgl. Abbildung 4.2).

Zusammenfassend die Schritte, um die freie Energie des Festkorpers zu bestimmen:

1. Es wird ein fixer Wert fiir p, gewahlt.
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0!4_ [— pS:o.g ]
-=- pS~l0
- p=0.6

Abbildung 4.1: Verlauf von f(p) = p — ps (1 — 2,”;(,6) Y640 e‘GQ/Zac((]Q)(G; /3)) fiir einen
0
fee-Kristall mit 0 = 1 und « = 50 (PY-Néherung fiir c;)

2. Variation von « zur Suche des Minimums von F(p;, «):

(a) Fiir gegebenes p; und o wird p durch iterative Losung von Gleichung 4.11

bestimmt und

(b) die gesamte freie Energie wird als Summe von F,, und F;q fiir dieses «, ps und

p bestimmt.

3. Der Wert von «, fiir den die freie Energie ein Minimum annimmt, bestimmt die
Gleichgewichtsdichte und der Wert der freien Energie des Festkorpers ist der Wert

an diesem Minimum.

Fiir den Fall, dafl die Dreiteilchen-Korrelationsfunktion miteinbezogen wird, ist die
Vorgangsweise ganz analog, nur die Gleichungen fiir 7., und p nehmen eine andere Ge-

stalt an. In dem hier betrachteten Fall nimmt die Funktion ®(p) in der Bestimmungglei-
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Abbildung 4.2: Ideale, Exzef- und gesamte freie Energie eines Festkorpers fiir ein fcc-
Kristallgitter, berechnet mit der MWDA, p, = 1.0, Verlet-Weis-Parametrisierung fiir die

Korrelationsfunktion, Carnahan-Starling-Zustandsgleichung.

chung 3.90 fiir p die folgende Form an:

o(p, [W(G)]) = = Z WG pe) (G )
G;Ao
+ Y g wla+d)p%e (a, ' ). (4.14)
G‘f‘éf

1(G) nimmt fiir den Fall, da§ die Dichte durch eine Summe iiber Gauflkurven gegeben
ist, die Form
w(G) = e ¢/t (4.15)

an (vgl. Gleichungen 4.8 und 4.9).

Im Rahmen dieser Arbeit wurde immer ¢(x,y) = y und 0(x,y) = x gewihlt, was
im Falle der Vernachléssigung der Dreiteilchen-Korrelationsfunktion den Formalismus der
MWDA reproduziert.




4.2: Zweikomponentenfall 32

4.2 Zweikomponentenfall

Eine bindre Mischung aus harten Kugeln wird durch drei Parameter charakterisiert: die
Dichte p oder die Packungsdichte 7, die Konzentration x und das Verhéltnis der beiden
Hartkugel-Durchmesser o = 01/05. Im weiteren werden immer die Konventionen oy < o9
(a < 1) und = = x, verwendet.

Wie im Einkomponentenfall mufl auch hier fiir die Berechnung der freien Energie eine
Kristallstruktur vorgegeben werden, was eine wesentlich stirkere Einschrinkung als zuvor
darstellt, da bindre Mischungen in eine weitaus groflere Anzahl von Kristallstrukturen er-
starren konnen. Wie im Fall des Einkomponentensystems wird die Dichte des Festkorpers
durch eine Summe von Gauflkurven angesetzt, wobei die Breiten der beiden Gauflkurven

mit ; bzw. 7, bezeichnet werden. Im nichtgeordneten Fall wird die Dichte durch

\ (3/2) )
pi(r) = x; (l) S el R (4.16)
& R
ansetzt, im geordneten Fall durch
- (3/2)
pi(r) = (l> SR (4.17)
T R
Um die gewichtete Dichte berechnen zu kénnen, wird zunéchst Gleichung 3.70 in eine

Summe iiber das reziproke Gitter transformiert:
p =pst — Z Z pi(G)pi(G)ii;(G; p(l)) Gy, (4.18)
Pis j=1 G0

Hier steht p, fiir die mittlere Dichte des Festkorpers, p;s = x;p, fiir die mittlere Dichte
der i-ten Komponente im Festkorper, und dj; ist der Verschiebungsvektor zwischen dem
i-ten und dem j-ten Untergitter (fiir ungeordnete Gitter ist dj; = 0). Wie zuvor ist die
Bestimmungsgleichung fiir p implizit, sie mufl also durch numerische Methoden gel&st

werden. Die Fourier-Transformation der Dichte liefert:
pi(G) = pige G145, (4.19)

Einsetzen von p;(G) und @;;(G) in Gleichung 3.70 ergibt dann die zu Gleichung 4.11

analoge Gleichung fiir den Zweikomponentenfall:

F o) = 1- G50 2 @ o)
2f0( ] 1 G0
(4.20)
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Unter der Voraussetzung, daf} f, und cg) bekannt sind, 148t sich Gleichung 4.20 fiir gege-
benes ps, x und « sehr effizient mit einem Newton-Verfahren nach p auflésen. Fiir f; und
2)

wurde jeweils die PY-N&herung verwendet [14].
Nachdem die gewichteten Dichten berechnet sind, muf}, wie im Einkomponentenfall,
die gesamte freie Energie berechnet werden, die sich wieder aus dem idealen Anteil und

dem Exzeflanteil zusammensetzt. Der exakte Ausdruck fiir den idealen Teil
2
BFlpr,pa) = 3 [ o) {tnlpi(0)\] - 1} (421)
i=1

kann fiir den Fall, da der Uberlappungsbereich zwischen den einzelnen GauBkurven ver-

nachléssigbar ist, fiir ungeordnete Strukturen durch

BFule, )N = S(L=2)(n/m) + Seln(/m) - 2
+(1 —2)In(1 — z) + zIn(x)
+3(1 — 2)In(A\) + 3z In( o) (4.22)

approximiert werden. Fiir geordnete Strukturen ist das Ergebnis sehr &hnlich, nur der
Term [(1 — z) In(1 — z) + = In(x)] fehlt. Die gesamte freie Energie wird dann beziiglich der
beiden Lokalisationsparameter v; und v, minimiert, was durch die zusétzliche Dimension
wesentlich komplizierter und zeitaufwendiger als im Einkomponentenfall ist.

Fiir geordnete Strukturen kann somit die freie Energie des Festkorpers durch Mini-
mierung beziiglich der beiden Lokalisationsparameter bestimmt werden, zur Berechnung
der freien Energie der Fliissigkeit wurde in dieser Arbeit Gleichung B.11 verwendet.

Die Bestimmung der koexistierenden Phasen ist fiir ungeordnete Strukturen ungleich
aufwendiger, da die Konzentration x nunmehr eine freie Variable ist. Im weiteren Verlauf

dieser Arbeit wurden Phasendiagramme fiir konstanten Druck erstellt, der auf
Py = 1(kg/o3)K (4.23)

gesetzt wurde. Das relevante thermodynamische Potential ist in diesem Fall die freie

Enthalpie pro Teilchen g, die mit der freien Energie F folgendermafien zusammenhéingt:

F P
g = N+; (4.24)
o F
2. 4.2
P oy N (4.25)

Im allgemeinen ist g eine Funktion von T, P und z, fiir die Berechnung der freien Ener-

gie mufl jedoch die Teilchendichte bekannt sein. Bei vorgegebener Temperatur 7, und
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vorgegebener Konzentration xy wird p aus der Gleichung
PO = P(p, To, l'()) (426)
bestimmt. Fiir die fliissige Phase sieht das folgendermaflen aus:

BPy = pZ(p) (4.27)

(
16 1
——n——7(p), 4.28
o3 anloz?’ + o9 () (4.28)
also
Pyo; _ 67
kgT — 7(zi03 + x3)
und mit Gleichung 4.23 erhilt man

Z(p), (4.29)

1 67

(T/K) ~ m(z10® + @)Z(p)' (4.30)

Z(p) steht fiir die Kompressibilitdt der Fliissigkeit, wofiir in dieser Arbeit Gleichung B.8
verwendet wurde. Gleichung 4.30 kann sehr leicht mit numerischen Methoden gel6st wer-
den; nachdem p bestimmt ist, kann die freie Enthalpie der Fliissigkeit aus Gleichung B.10
berechnet werden. Fiir die feste Phase wird, nachdem die Parameter 7T, und z, festgelegt
sind, die Ableitung auf der rechten Seite von Gleichung 4.25 durch Differenzenquotienten

bestimmt und die Gleichung

Py = pza(ﬂgﬁN) ~ p2A(i£N) (4.31)

numerisch gelst. Die freie Enthalpie kann nun einfach durch Einsetzen in Gleichung 4.24

berechnet werden.




Kapitel 5

Ergebnisse

5.1 Einkomponentenfall

Da in einem Einkomponenetensystem harter Kugeln die Temperatur keine Rolle spielt, ist
das Phasendiagramm sehr einfach: Es erfolgt lediglich ein durch die Entropie verursach-
ter Erstarrungsphaseniibergang, der bereits in Computersimulationen [15] vorausgesagt

wurde.

5.1.1 MWDA

Die freie Energie F fiir den Festkérper und die Fliissigkeit wurde iiber ein Intervall fiir
p berechnet, wobei die jeweils in Tabelle 5.2 angegebenen Schrittweiten gewahlt wurden.
Anschlieflend wurde ein kubischer Spline an die berechneten Punkte gelegt und mit dessen
Hilfe der Phaseniibergang mittels Doppeltangentenkonstruktion (Gleichung 4.3 und 4.4)
ermittelt. Die Rechenzeit fiir eine Dichte hingt linear von der Anzahl der Schalen des
reziproken Gitters ab, die in der Summe in Gleichung 4.11 beriicksichtigt werden.

Ab einer Schalenzahl von 30 waren die Werte fiir die Koexistenzdichten bis auf vier
Nachkommastellen genau bestimmt.

Fiir das fcc- und das bee-Gitter wurden jeweils drei Rechnungen durchgefiihrt, ein-
mal wurde die Verlet-Weis-Parametrisierung fiir die Korrelationsfunktionen verwendet
und die Zustandsgleichung von Carnahan und Starling zur Berechnung der freien Ener-
gie der homogenen Fliissigkeit, einmal die mit der PY-Closure berechneten Korrelati-
onsfunktionen und zur Berechnung der freien Energie der homogenen Fliissigkeit wurde

die Kompressibilitits-Zustandsgleichung verwendet, und einmal wurden wieder die PY-

35
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Korrelationsfunktionen benutzt, jedoch die Druckgleichung zur Berechnung der freien
Energie herangezogen.

Wie man an den Kurven in den Abbildungen 5.1, 5.2 und 5.3 sehen kann, liegt der Wert
der freien Energie des bee-Kristalls oberhalb des Wertes des fce-Kristalls, was bedeutet,
daf die thermodynamisch stabile Kristallstruktur das fcc- und nicht das bee-Gitter ist. Die
nachfolgenden Phaseniiberginge und freien Energiekurven wurden jeweils fiir 36 Schalen

im reziproken Gitter fiir das fcc-Gitter und das bee-Gitter berechnet.

Schalen | Rechenzeit [s] | p Ps
85 401 0.881 | 1.004
50 273 0.881 | 1.004
30 206 0.881 | 1.004
20 154 0.881 | 1.000

Tabelle 5.1: Vergleich von Rechenzeiten (Alpha-Rechner mit 600MHz) und berechneten
Koexistenzdichten fiir unterschiedliche Schalenzahl im reziproken Gitter (VW+CS fiir die
Fliissigkeit, fcc-Gitter fiir den Festkorper)

Parametrisierung Gitter | Intervall | p Ps

Percus-Yevick, Druckgleichung fec 0.01 0.973 | 1.051
Percus-Yevick, Kompressibilitidtsgleichung | fcc 0.01 0.876 | 0.988
Verlet-Weis + Carnahan-Starling fcc 0.01 0.881 | 1.004
Percus-Yevick, Druckgleichung bee 0.01 1.004 | 1.043
Percus-Yevick, Kompressibilitdtsgleichung | bcc 0.01 0.920 | 0.980
Verlet-Weis + Carnahan-Starling bee 0.01 0.950 | 1.015
Computersimulation [9] fee 0.94 | 1.04

Tabelle 5.2: Koexistenzdichten beim Erstarrungsiibergang harter Kugeln; Vergleich ver-
schiedener Parametrisierungen der fliissigen Struktur und verschiedener Kristallgitter
(MWDA-Funktional fiir den Festkorper). ’Intervall’ gibt die Abstéinde der p-Werte an,

fiir die die freie Energie berechnet wurde.
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Abbildung 5.1: Freie Energie pro Volumen fiir die Fliissigkeit und fiir den Festkorper

mit fcc- und bece-Struktur, Verlet-Weis-Parametrisierung fiir c((f) und Carnahan-Starling-

Zustandsgleichung fiir f
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Abbildung 5.2: Freie Energie pro Volumen fiir die Fliissigkeit und fiir den Festkorper mit
fce- und bee-Struktur, Percus-Yevick-Parametrisierung fiir c((f) und Kompressibilitdtsglei-

chung fiir f
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Abbildung 5.3: Freie Energie pro Volumen fiir die Fliissigkeit und fiir den Festkérper mit

(2)
0

fce- und bcc-Struktur, Percus-Yevick-Parametrisierung fiir ¢y’ und Druckgleichung fiir f
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5.1.2 Extended MWDA

Die hier durchgefiihrten Rechnungen entsprechen der MWDA | wobei die Triplett-Korrelationsfunktion
083) auch beriicksichtigt wird. Fiir 082) wurde nur die VW-Parametrisierung gewéihlt; c(()?’)
wurde mit Hilfe der sog. AT1- und AT2-Ndherung aus 082) berechnet (siche Anhang A).
Fiir die beiden Skalierungsfunktionen ¢(z,y) und 6(z,y) wurde ¢ = y und 0 = x gewéhlt
Der zeitliche Aufwand der Rechnungen ist hier wesentlich hoher als bei der einfachen
MWDA: Beriicksichtigt man im reziproken Gitter eines fcc-Kristalls 36 Schalen, so ist in
Gleichung 3.90 iiber 9153 verschiedene Tripletts zu summieren.

Auch hier liegt die freie Energie des bcee-Kristalls stets hoher als die des fece-Kristalls,
wie auch in den Abbildungen 5.4 und 5.5 ersichtlich ist. Die folgenden Koexistenzdichten
und freien Energiekurven wurden fiir 36 Schalen und 9153 Tripletts fiir das fcc-Gitter und

fiir 36 Schalen und 13777 Tripletts fiir das bce-Gitter berechnet.

Parametrisierung | Ndherung | Gitter | p Ps

Verlet-Weis AT1 fcc | 0.925 | 1.010
Verlet-Weis AT2 fcc | 0.920 | 1.008
Verlet-Weis AT1 bee | 0.969 | 1.020
Verlet-Weis AT2 bee | 0.967 | 1.020

Tabelle 5.3: Koexistenzdichten beim Erstarrungsiibergang harter Kugeln unter Beriick-
sichtigung der direkten Triplett-Korrelationsfunktion [11]; Vergleich verschiedener Para-
metrisierungen der fliissigen Struktur und verschiedener Kristallgitter (Extended MWDA-
Funktional fiir den Festkorper).
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Abbildung 5.4: Freie Energie pro Volumen fiir die Fliissigkeit und den Festkorper,
Verlet- Weis-Parametrisierung fiir cgz), ATI1-Néherung fiir c(()?’), Carnahan-Starling-

Zustandsgleichung fiir f
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Abbildung 5.5: Freie Energie pro Volumen fiir die Fliissigkeit und den Festkorper,
Verlet- Weis-Parametrisierung fiir cgz), AT2-Néherung fiir c(()?’), Carnahan-Starling-

Zustandsgleichung fiir f
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5.2 Zweikomponentenfall

Eine bindre Mischung kann in eine Vielzahl von Kristallstrukturen erstarren, in dieser
Arbeit wurden nur drei Strukturen betrachtet: das ungeordnete fcc-Gitter sowie zwei
geordnete Kristallgitter, die NaCl- und die CsCl-Struktur. Die Parameter einer bindren
Mischung aus harten Kugeln sind die Dichte p und das Verhéltnis der beiden Kugeldurch-
messer «. Fiir ungeordnete Gitter kommt die Konzentration der gréfieren Kugeln z und

die Temperatur 7" hinzu.

5.2.1 NaCl-Struktur

Zur Berechnug des Phasendiagrammes wurde die freie Energie des Festkorpers auf einem
regelméfigen Intervall fiir p; berechnet (typische Werte bei hohe Dichten 1.5 < p, < 2.2
und bei niedrigen Dichten 1.8 < p; < 2.6 mit jeweils einer Schrittweite von Aps = 0.05)
und anschliefend ein kubischer Spline durch diese Punkte gelegt. Danach wurde die freie
Energie der fliissigen Phase mit x = 1/2 auf dem gleichen Intervall berechnet (da s.q =
1/2) und wieder ein kubischer Spline interpoliert. Mit Hilfe dieser beiden Splines wurden
die Gleichungen 4.3 und 4.4 numerisch gelost. Diese Prozedur wurde fiir jeden Wert von
a wiederholt, um so ein a-p Phasendiagramm zu erhalten.

Der Festkorper mit NaCl-Struktur war im Bereich 0.07 < o < 0.61 stabil, fiir andere
Werte von @ wurde kein Minimum der freien Energie gefunden.

Fiir die folgenden Ergebnisse wurden 8467 Schalen in der Summe in Gleichung 3.70
beriicksichtigt. Da es sich herausstellte, dal} die Lokalisationsparameter fiir das NaCl-
Gitter sehr klein werden, ist die Ndherung 4.22 nicht mehr gerechtfertigt: die Gauffkurven,
die die Dichte des Festkorpers beschreiben, iiberlappen stark. Fiir die Berechnung des
idealen Anteils der freien Energie des Festkorpers wurde daher Gleichung 4.21 numerisch

integriert,.
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(67 il Y2
0.07 | 11.1 | 146.0

0.10 | 11.3 | 115.9
0.15 | 11.4 | 95.7
0.20 | 11.0 | 86.9
0.25 | 10.3 | 82.7
0.30 | 9.5 | 80.8
0.35 | 8.8 | 80.2
0.40 | 8.2 | 80.8
0.45 | 7.7 | 82.7
050 | 7.4 | 86.8
060 | 7.4 | 117.6
0.61 | 7.5 | 126.8

Tabelle 5.4: Lokalisationsparameter fiir die NaCl-Struktur fiir die Koexistenzdichte des
Festkorpers
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Abbildung 5.6: Phasendiagramm fiir die NaCl-Struktur einer bindren Mischung harter
Kugeln
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5.2.2 CsCIl-Struktur

Zur Berechnung des Phasendiagramms wurde die freie Energie des Festkorpers auf einem
regelméfigen Intervall fiir p; berechnet (1.3 < p; < 2.0, Ap;, = 0.05) und anschliefend
ein kubischer Spline durch diese Punkte gelegt. Danach wurde die freie Energie der fliissi-
gen Phase mit z = 1/2 auf dem gleichen Intervall berechnet und wieder ein kubischer
Spline interpoliert. Mit Hilfe dieser beiden Splines wurden die Gleichungen 4.3 und 4.4
numerisch geltst. Diese Prozedur wurde fiir jeden Wert von « wiederholt, um so ein a-p
Phasendiagramm zu erhalten.

Der Festkorper mit CsCl-Struktur war im Bereich 0.64 < o < 0.86 stabil, auflerhalb
dieses Intervalles wurde kein Minimum der freien Energie gefunden.

Fiir die folgenden Ergebnisse wurden in der Summe in Gleichung 3.70 11238 Schalen
beriicksichtigt.

o il Y2
0.64 | 371.7 | 850.0

0.65 | 337.5 | 855.9
0.70 | 82.6 | 491.3
0.75 | 68.5 | 367.7
0.80 | 74.9 | 298.2
0.85 | 92.2 | 272.0
0.86 | 100.4 | 289.1

Tabelle 5.5: Lokalisationsparameter fiir die CsCI-Struktur fiir die Koexistenzdichte des
Festkorpers
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Abbildung 5.7: Phasendiagramm fiir die CsCIl-Struktur einer bindren Mischung harter
Kugeln
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5.2.3 Ungeordnetes fcc-Gitter

Um das Phasengleichgewicht fiir das ungeordnete fcc-Gitter berechnen zu kénnen, wur-
de die freie Enthalpie pro Teilchen g fiir den Festkorper und die Fliissigkeit im Bereich
0 <z <1 berechnet und, wie in den vorigen Fillen, je ein Spline durch die berechneten
Punkte gelegt, um die Gleichungen 4.6 und 4.7 numerisch 16sen zu kénnen und so die Ko-
existenzkonzentrationen zu berechnen. Durch Variation der Temperatur wurde somit ein
T-z-Phasendigramm fiir konstanten Druck P, erstellt. Alle folgenden Phasendiagramme
wurden fiir den Druck Py = 1(kg/03) K erstellt, in der Summe in 3.70 wurden 80 Schalen
beriicksichtigt, und fiir die Splines wurden jeweils 26 Punkte als Stiitzpunkte herangezo-
gen. Der Einflul der Zahl der verwendeten Stiitzpunkte zur Berechnung der Splines war
tiberraschend grof§ (vgl. Abbildung 5.8).

Fiir a = 0.95 erhilt man ein Phasendiagramm einer idealen Mischung, fiir o = 0.9
und « = 0.88 bilden sich jeweils Azeotrope aus. Der Festkorper ist bis zu einem Bereich
von « = 0.76 stabil [13].
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Abbildung 5.8: Relativer Fehler der berechneten Koexistenzkonzentrationen fiir verschie-
dene Anzahl von Stiitzpunkten fiir den Spline zur Beschreibung der freien Enthalpie g
(durchgezogene Linien fiir p,, punktierte Linien fiir p;). Das Verhéltnis der beiden Kugel-
durchmesser ist o = 0.95, der Referenzspline wurde mit 51 Punkten berechnet, es wurden

169 Schalen im reziproken Gitter beriicksichtigt.




5.2: Zweikomponentenfall 50

a=0.95
I

Abbildung 5.9: T-z Phasendiagramm fiir ein ungeordnetes fcc-Gitter mit o = 0.95 (“ideale
Mischung’)
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Abbildung 5.10: Typische freie Enthalpie pro Teilchen als Funktion der Konzentration x
fiir ein ungeordnetes fcc-Gitter, o = 0.95, T = 0.09K (’ideale Mischung’)
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Abbildung 5.11: T-z Phasendiagramm fiir ein ungeordnetes fcc-Gitter mit o = 0.9 (Azeo-
trop)
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Abbildung 5.12: Typische freie Enthalpie pro Teilchen als Funktion der Konzentration x
fiir ein ungeordnetes fcc-Gitter, o = 0.9, T = 0.069K (Azeotrop)
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Abbildung 5.13: T-z Phasendiagramm fiir ein ungeordnetes fcc-Gitter mit o = 0.88 (Azeo-
trop)
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N/O

Abbildung 5.14: Typische freie Enthalpie pro Teilchen als Funktion der Konzentration x
fiir ein ungeordnetes fec-Gitter, o = 0.88, T' = 0.062K (Azeotrop)




Kapitel 6
Zusammenfassung

Im Rahmen dieser Arbeit wurde das Erstarrungsverhalten harter Kugeln und ihrer binéren
Mischungen studiert, die zugrundeliegenden Konzepte der Statistischen Mechanik sind die
klassische Fliissigkeitstheorie und die klassische Dichtefunktionaltheorie. Zur Beschrei-
bung der homogenen fliissigen Phase wurde die Percus-Yevick- und die Verlet-Weis-N&he-
rung (Korrelationsfunktionen und Thermodynamik) verwendet. Die Dichtefunktionalme-
thoden sind weighted density approzimations und darauf aufbauende Konzepte (modified
weighted density approximation — MWDA extended weighted density approximation).
Die Einteilchendichte des Festkorpers wurde durch Gauflkurven parametrisiert, die auf

den Gitterplitzen des Kristallgitters lokalisiert sind.

6.1 Einkomponentenfall

Im Einkomponentenfall wurden drei Kristallstrukturen verglichen, das sc-Gitter, das bcce-
Gitter, und das fcc-Gitter. Wihrend sie sc-Struktur thermodynamisch instabil ist (die
freie Energie hat kein Minimum beziiglich der hier verwendeten Parametrisierung fiir die
Einteilchendichte), sind das bee- und das fee-Gitter stabile Strukturen. Die genaue Ana-
lyse zeigt, daf}, aufgrund der niedrigeren freien Energie, die fcc-Struktur stabiler ist als
die bce-Struktur. Die Koexistenzdichten wurden mit Ergebnissen aus Computersimula-
tionen verglichen; die Beriicksichtigung von Triplett-Korrelationsfunktionen fiihrt zum
gleichen qualitativen Verhalten, die Ubereinstimmungen mit den Computersimulationen

sind jedoch besser.

26
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6.2 Zweikomponentenfall

Das Erstarrungsverhalten einer bindren Mischung harter Kugeln (Gréfenverhéltnis der
Kugeln @ = 01/0y < 1) ist wesentlich vielfdltiger. In dieser Arbeit wurden lediglich
das ungeordnete fcc-Gitter sowie die NaCl- und die CsCl-Struktur (zwei geordnete Kri-
stallgitter) beriicksichtigt. Die Struktur der homogenen Fliissigkeit wurde mit Hilfe der
Percus-Yevick-Closure berechnet und das Funktional der freien Energie wurde im Rahmen
der MWDA berechnet.

Die ungeordnete fcc-Struktur ist im Bereich 0.76 < a < 1 mechanisch stabil, die
CsCl-Struktur im Bereich 0.64 < o < 0.86 und die NaCl-Struktur fiir 0.07 < a <
0.61. Dieses Verhalten kann mit Hilfe der maximalen Packungsdichte fiir die betrachtete

Kristallstruktur in Abhéngigkeit von « fiir die drei Strukturen qualitativ erkléirt werden:

1 T | T | T | T | T

i — NaCl |
— CsCl
ungeordnetes fcc-Gitter
0,75 = —
\
E o5 -
oy

0,25 —

0 1 | 1 | 1 | 1 | 1

0 0,2 04 0,6 0,8 1

Abbildung 6.1: Maximale Packungsdichten fiir die NaCl-Struktur, die CsCI-Struktur und

das ungeordnete fcc-Gitter (x = 1/2) als Funktionen des GroBenverhéltnisses «.

Es ist nicht iiberraschend, dafl ein Festkorper in der NaCl-Struktur fiir &« — 1 nicht
stabil sein kann, da das Gitter dann zu einem sc-Gitter wird, das mechanisch instabil
ist. Die Instabilitdt der CsCl-Struktur fiir &« — 1 ist allerdings auf den ersten Blick
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erstaunlich, da das Gitter in diesem Grenzwert zu einem fcc-Gitter wird, das im reinen
Einkomponentenfall stabil ist. Diese Instabilitéit kann durch den Beitrag [z In 21+ In 2]
zur freien Energie der Fliissigkeit erkldrt werden, der fiir den geordneten Kristall fehlt
und fiir z = 1/2 negativ ist. Dieser Effekt wird fiir kleinere Werte von «, von der hoheren
moglichen Packungsdichte neutralisiert.

Fiir die Phasendiagramme des ungeordneten fcc-Gitters sind zwei Effekte mafigeblich
fiir den Verlauf der Koexistenzkurven verantwortlich: der Packungseffekt und der size
disparity effect.

Der Packungseffekt hingt mit der Anderung der Packungsdichte bei Variation der
Konzentration zusammen: Wird z, beginnend von 0 weg, erhoht, so steigt die Packungs-
dichte, da groflere durch kleinere Kugeln ersetzt werden, was die thermodynamische Sta-
bilitdt des Festkorpers erhoht. Wenn andererseits die Konzentration von 1 beginnend
erniedrigt wird, sinkt die Packungsdichte, was die Fliissigkeit stabilisiert. Das fiihrt zu
der Tendenz, dafl die Konzentration der grofleren Kugeln im Festkorper stets grofler ist,
als die in der Fliissigkeit und die Konzentrations-Koexistenzkurven im 7" — z-Diagramm
somit eine positive Steigung aufweisen.

Der size disparity effect riihrt von dem Beitrag [x(1 — z)(0, — 02)?] zur Entropie der
Fliissigkeit her [13], der die Fliissigkeit je nach Groéflenunterschied der beiden Kugeln
stabilisiert und zu negativen Steigungen der Konzentrations-Koexistenzkurven im 7" — x-
Diagramm fiihrt.

Wenn der Gréflenunterschied zwischen den beiden Kugeln klein ist, dominiert der
Packungseffekt und fiihrt zu einem Phasendiagramm einer idealen Mischung (vgl. Ab-
bildung 5.9), wenn der Unterschied grofiler wird, fiihrt der size disparity effect zu einer
negativen Steigung der Koexistenzkurven bei x = 0, was zu azeotropen Phasendiagram-
men fiihrt (vgl. Abbildungen 5.11 und 5.13).
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Anhang A
(3)

Berechnung von ¢

Da die direkte Dreiteilchen-Korrelationsfunktion nicht unmittelbar aus der PY- oder der

VW-Néherung folgt, mufl auch diese durch eine separate Niherung bestimmt werden.

Die Grundlage der hier verwendeten Approximation ist ein symmetrischer Ansatz fiir 063)

([16]):

¢i” (11,133 p) = t(r1)t(r2)t(xs), (A1)
wobei r; 4+ ry + r3 = 0. Die Naherung fiir c(()?’) muf} folgende Bedingung (Summenregel)
erfiillen:
/dr3c(()3)(r1ar27r3§p) = 8%6‘(’2) (r1, 125 p), (A.2)
was im Fourier-Raum
(@i, a2, 0;p) = 8%082)(% a2; 0) (A:3)

entspricht. Ein einfacher Ansatz fiir die Fourier-Transformation von c(()3) ist

3¢’ (a1, az) = A(p) [W (@)W () + W (@)W (as) + W(as)W(a)].  (A4)

Gleichung A.3 liefert dann

Alp) = &’(a=0) (A.5)
Wia;ip) = —144/1+3C"(q;p) (A.6)
1oL . C(()z),(q;p)
Claip) = (0 ) (A7)

wobei der Strich fiir die Ableitung nach p steht. Diese Niherung wurde in der Arbeit mit
AT1 bezeichnet.
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Ein anderer moglicher Ansatz ist

6c5”(an s p) = Wi(ar) (67 (o) + e (@) + W(ap) (c6” (as) + ¢ (an))
+W (as) (6 (@) + 6 (@) - (A.8)

Aus Gleichung A.3 folgt in diesem Fall

(2
2y (a3 p)
W(dsp) = —gr—

, . (A.9)
S (a5 p) + ¢ (a = 0;p)

Diese Nédherung wurde in der Arbeit mit AT2 gekennzeichnet.




Anhang B

Strukturelle und thermodynamische
Groflen fiir eine Mischung aus

harten Kugeln

Fiir eine Mischung aus harten Kugeln mit m Komponenten (Durchmesser 0;,i =1...m)

erhilt man unter Verwendung der PY-Closure fiir die Fourier-Transformierte der direkten

Korrelationfunktion, &;(k), [17] [18]

—Cij(k) = fi + fo, (B.1)
wobei
7T .
= m{ [k(o; — 0;) cos(kv;j) + 2sin (koyj)] {12(7) —1)*70:&
+6(n— Dojm (26(n— 1) — 7&) + 70} [4p(n — 1) — dr&&a(n — 1) + 7°€3] |
+24(1 = 1)°[k(os + o) cos (ki) — sin (ko)) |
fo = %{ai]’ lvij cos (kvij) — oy cos (ko) — — (kv ;Sm(kaij)]
2vy5sin (kv;) — 2045 sin (Ko
+ bij |v7; cos (kvij) — o, cos (koy;) — v sin (kvy) P oi; sin (ko)
2 i) — 2 ¥
. COS (k‘l/’u) k2 COS (kO'zJ):| + d” |:VZ3J COS (kl/w) _ 0_Z3J cos (ko_”)
_ 31/3] sin (kVij) - 30'12] sin (lfa'ij) _ 6Vij coS (kl/ij) - 6O'Z'j CcOoS (kO’ij)
k k2
n 6 sin (kv ) I;GSm (k'(fij)] +fy [stj cos (ki) — ij cos (ko)
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. 5vj; sin (kvy;) — 503; sin (koy;) B 5v3; cos (kvij)

k 16k?
503 cos (koy;) 607 sin (kvy;) — 6007, sin (koy;)
16k2 k3
120w cos (kv;j) — 1200;; cos (koy;)  120sin (kv;;) — 120sin (ko)
- X B = |
und
T a 2
% = —1G (0; — 0;)° [(Ui +0;)° 2t (0i +0j)b+ - 77)2]
7 [0} + of 2 £
dij = —=~ 1(02- +0})a+ (o; +0;)b+ _&
%) 4 |92V77 . ? J (1 _ 77)2
m
fiy = Ea’
sowie

_ P 7253 §16om )
“ = <(1—n)2+4(1—n)4+(1—77)3

. &1 f%ﬂ
b= ((1—77)”2(1—77)3)
oij = (0s+0;)/2

vij = (05—0)/2
m

& = szﬂi
i=1
m

§& = Zl)zﬂ?
i=1

und fiir die Kompressibilitidt Z [19]
(1+n+n%) = 3n(y1 +3n)

VA B.2
(1—mn)? (B.2)
3772y3
7r = 7¢— B.
(1—n)¥ (B3)
wobei y1, 1o und y3 als
o= > Ayloi+05)(0i0;) 77 (B.4)
j>i=1
m m i O'Z'O")l/
Y2 = > Ay <—) L (B.5)
j<i=1 k=1 \ T Ok

w— |3 (ﬁ)m xi/?’r (B6)
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definiert sind und A;; als

)2 (5. — g:)2
Aij — (771771) (JZ U]) (.’Ei.Tj)l/Q. (B7)
n 0i0j
Analog zum Einkomponentenfall 148t sich eine semiempirische Zustandsgleichung herlei-

ten [20], die Ergebnisse aus Computersimulationen sehr gut zu reproduzieren vermag:

9 1
Z9 — Zgey Zgp

37 T3

(L+n+n%) —3n(y +ny2) — nys

(1—n)3

Die daraus resultierenden Ergebnisse fiir die Exze-Entropie S¥, die Exze-Enthalpie G¥
und die freie ExzeB-Energie F'¥ sind [20]:

(B.8)

~SE/Nky = BFE/N-InZ (B.9)
BGF/N = Z—1—-SP/Nkp (B.10)
3 3y + 2
BFPIN = —5(1—y1+y2+y3)+%ﬁ

3(1—y1 — y2 — 5v3)

" 2(1 —n)?

+ (y3 — 1) In(1 — 7). (B.11)
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