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KomE/exe SeEaralo/e Hilbertréwme

@ Komplexe Vektorrdume (komplexe /fn_E'afEE&me_)

U= {f,g, } Menge = kompfexer‘ Vektorrawm
£,9,... Elemente = Vekftoren

K = € Kérper der komplexen T=hlen

ﬁ) A’Ebdd“ﬂi Ux U —— U; Vekforaddﬁﬁon
m ---------------

(2) Abbildung C x U —= U : _Mg_tévf{i'ffffi_ﬂ
Zahl/ mal Vekt’:w:

|o<etf,fe'{r——>o<ofe’£r|

1) feg =gef
2) (fegloh = f @ (30K)

3) F Vektor O (NuﬂVekﬁ::r) - w® (0 =W, VueU‘

4) z2U Jedem \Veltor £ 3 inverses Hement (\/ektor)
-f): f@(Cf)=20

5) %0 (f@g) = (xof) @ (x0g)

6 (t+B)ofF = (xof)® (Bof)
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Es folgt dann (-f) = ()@ f wund man

bezeichnel
fog:=f@ (q)=Ff&[C)og]
als Vektorsubtraktion.

-_— . D S O T S S A W S e ey .

@ — + und stalf © —» — sowie Staft
O —» + (Punkt 7.aq. sogar ‘Weggelassen”) p

z 8. x0 (f@g) = (xof)® (xog)
™ U=t oG e

Bespiele :
= {9 )
APA AT = . , = .
{f £/ %7\ g
Jci y G, e
f1+3 _ dﬁ)
@ 5eg:- (fz-fg:) & iﬁ’—f ) (o<7g
(B U={f:R=>C] Bakkifx el g

A
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Lineare Ul_'l abhangigkeit Von Vektoren
"'4:ﬁ2:"'f";"~ E'U_
linear unabh&’ﬂgfg , wenn Zo(,..@‘ﬁr = ()
(N endlich!) Tt &

d’_ =0, ')"‘=‘f,2,...‘,N
Dimension von U

= Maximalzahl der linear unabhdngigen Elemente von U,
falls diese Bahl endlich ist ; gibt es keine endliche

Aerartige Zahl | so Hemn(- man U~ wunend/ich

Aimensional

BE’ESPFEI& :

o T

(a) dimU = 2 (b) dim U = oo )

@ U!_'?fféire P&Qme_
T = {f,g,} = U  wnitdrer Raum

(3) Abbr'/dunj Ux U — C : i'rlqe_rg{ _?f:ga_(gf_é

von Vektoren

ﬂﬂm -----------

1) <uud€E R, Yuel , u+0
2) <f,g>=<g,{>"

3) <‘Fr°"@j> O<<7a;3>
) <F,g@hd> = <£.90 + <fIR?
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Beachte: Z2) {ot0f, 9?2 =o*<fg> fufs @
- e, g) = <, 20 + <, 3>

Das innere Frodukt st also lnear
_f':l_ %;Efag_c_z_&f e 2. Fosition, aber antilinear in
bezug auf die 1. Fosition. o
AB hier : & —> + , O —» ﬁesdqr‘r'eben :I

#

_\_Sla_z.v_t_a.: 4 Schwarzsche Ungleichung

‘ |<f,g>" < <ﬁf><;3,3>N

Beweis mit Hilfe von <f+B8g, f+5g>= O,
vVaded

Bemerkung :

BEISEIE!E :

o u-c- {4 (F) 5 (3) ]

2
<F,g>:= 479, + £9, = %jci*ﬂi
B U= LR ={f: R—>C,; <ff><+e]
fogp: = Jfroager s hufsese (@
R

Beachte : Die Zusataforderang <fif 2 <+,



H5
A .h. dfc ’r’-?:rdenm? der ab.i‘afut{ch iana&uéﬁen

__frlfegrferlmr'keif ( J—dx ff(x)ll«:: +c:a) gew3/?r7’e'f'.5‘l.‘eé
®
'<fr3>[<+w , Vfae W,

Orth oﬂonaﬁ‘f&{ von Vektoren
£0 ,A+0, {A>=0 & {4 orthogonal

Orthonormalsysteme (ONS)

I =4{i} TIndexmenge (endlich Viele A abzdhlbar
oder nichtabzdhlbar unendlich viele

e‘..,»:uj Ve E/EML’H&Q ‘i )

{e;  1eI}
ONS

D
} = <e;,>=9, 6 Vjiel

Vollstandige ONS ( VONS) = Basen
} D { Se; ie TYONS
>

e; A>=0, Viel = A=0q

{E’{ : {EI}
VONS in U




) —H&
‘ Satz: Es sei dimU =mn (endlich) . Dann Gik:

(x) Ein ONS E ={e,,¢,,...,€,5 , e,
it vollstdndig n U.

(3) Es gilt der Entwicklungssatz

g M
f‘—‘Z<€inC>€1: , Vfel.
1=1 B —

A —
[ " KomEanenienEer/eir.:g_ﬂ von 7C in der Basis £ A

- I - e O O

<@ ; -f D EaniCk/ungskoeﬁ‘gkn ten (manchmal

"Kamraohen{-en# genanhé' , manchmal aber

auch ey £>e; als " Kompouenten” Zoeeadmeéﬁ]

Bemerkungen _4)Ih einem wnitdren Raum kann

e LR K _E_ = =

Aurch

[£1:= V<p.

eine Norm eingefdhrt werden , Wodurch der
bE‘frefen de VVektorraum awch zu <them

normijerten \/ekforraum (\fektorrawn mit Norm)
wird .
Femer kann durch

df.g): =V<f-g.f-g> = If-3l

ein Abstandsbegriff eingefihrt werden , wodurd
der Vektorraum =z« einem metrischen Faum Wird.
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2) Das Analogon 2w den wnitdren Rawnen bei
Aden reellen Vektorrdumen Ssind die

I i g T T — IO

eukl! fdf.fc_:ftqf:_ ?dcf{ne ;

( KomF.erxe )__H:'fberfr:’iumei
U = {7‘3;3, - } =KX Hilbertraum

(4) & ist volsthndig in der Norm lf‘ll:=1)<f,f>)
M oo
d.h. daly gede Folge 4, by, ... , P € XK,
mit der Eg%SChaﬂ

Kim ”‘#l ’ﬂ. | = O (Caudzyﬁfgi)
V, pr—> o0
im Sinne von

Lim || Ay —A || =

VY-— 00

gegen ein Element A € # Kkonvergert,

Safz Jeder endlich c:(/mehﬂoha/e unitire Kawm

""" (kp

isE ein : mbert‘raum

Beispiele :  (a) C* ist ein ttilbertraum

CH Lz (. B) Ist wunendlich d:meﬂSmna?
T c:.:Ber ebmfsl//! Va//.r{'dndrg in Aer
Norm , also ein ﬁf/éef-t‘mam (wofern

f dx im Lebesgueschen Sinn Verstanden
. wird) a
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— S S

u- {f: B—C ; fstetiy, <fif ><+ee]

<f.g): = fdxf*(x?g(x)

dagegen ISt mdl{‘ vollsténdiq ,alSo kein Hilbertrawn !

(Es gibt Cc:tudlyﬁafgen Stefiger Foanktionen mik
unstetigem Grenze/ement. )

SeEarable (kw:\ldexe) Hf'{be@ﬁamg
x = {ffg»"“.ﬁ - xsep

(5 ) Ein Hilbertraum ist seEE‘bel wenn er

ab 'E-c{h/ bare Basen besitzt.

Sa.ﬁ ?eder endllich dfmensfomfe Hr/benf?ﬁum isé 1

L]
e ————

—

'Befser‘ele -'

(@) C° ist separabel , ein Beispiel einer Bas/s

o

. ]

st clie kanonische Bas/s

{a = (4) e, = (‘:’)}
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(b) L*(R) /st SeEaraEe( cin Beispiel einer Basis

' Hﬂ.f'k Eima.é' k
ISt s X drrr}ﬂmm&d'
1 — X2 ;i B,
2" () e A
A

H('/bErf'raum} znd {e.,,; , 1€ N } ein VONS
(eine Basis) Von Tf_}e’, , So gefen die folgenden
Aussagen und Sind einander &guivalent :

_Saf2t Ist jé’ﬂp ein uneng_!ﬁé dimenSionaler separaber

(x) Lim |l f— [f]” =0 , Vfe &

N— oo

mit /5, [f]: =Z<e.”f>e

(B IfI* = Z <oy, £ v]feaes,,,

r-ﬁ"" Sels .f-zfﬂ?!{;ﬂmf “'F‘“ P ?Pj_.; l{—\)lu J
@ <fig>= Z<,c ei><e, g> , ¥fgeE,,

| ( Farsevalsche Gfef‘chung)

.S!FHZJD”S'CA Schreibt man dann
od
+f = ; e, fre& _’o‘f&Z}Z

und bezeichnet dies als Entwicklungssa@ und
die <e,-,7f D als Bhéwidklungskoefizienten.

= T il




Ifll = l/ Jex IFON" pgo
Beispiel (D) : [*(R) T~

JC Z(’E‘ f> € > <€£;](> - fﬁh( ef(x)f(x)

m - -
1]: Vel (R)
Lim fdk f—f(x) i(e £ e; CX),
N—oee 2 =1 P
o L0
Die Konvergenz Von Z(e” £ e (St alse als
1=1

Knnvergeni' im Mifel dber E 2¢e Verstehen.

— R

weshalb die ’?Phyif/cer.rdlre:lywefse

_)C(%() = Z <€’;,f> e; CF)
1=1

miAverstndlich ist "

Efrr_eare Opera(-oren ( Vekforabbfla(unge@

n einem Hilbertrawm

jf:{f,g,.._}

I_r'neczre Oeem{-ore
Abbf/dmi A .%.--ﬂ c ;6 — ﬂﬂ c F: C_)Ferctfor

Bemerkung N Tedlrawn | |

— W W S W W W W

L



Ein Operator A heit linear , wenn
1) A(f+g) =Af+Ag , fige
2) A f) = < (Af) , e

gilt .
Hermitesche Operatoren

/inearer OE:‘c:tf‘or‘ '
A hermitesch & <f,Ag>=<Af,9>,
fog é&‘

):-}l

Selbstadjungierte Operatoren

Beirrf des S.q. qoemfer:r 74:?/7{' be; eﬁdﬁd)
dimensionalen Hr/Z_’ert.‘rawnen mr{' Aem _Beﬂf

des hermitesthen Operators Zisammen.

Bei_unenclich dimensionalen thilbertréumen ist die
ma{-hemaﬁ;ﬁcg korrekte Defnition des S.a. Operators
Kompliziert wnd Subtil, und es gitt

/Ar N.a. % A her'm:fe-'-“Ch nicht aber die (mkehrung:

Hermitezitat st nof-u.vena{rg , nicht hinreichend Fir
Selbstadjungiertheit . Geht man aber auft olie
mathematisch kom P/a'ﬂ'en‘eﬂ -Deﬁh (tionsbere/hsfragens

nicht en , So kann man den Unterschied Z=wiSchen
S.ci. end hermitesch nicat eryﬁa.r.cen.
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Beiser'e/e :
> 41.,
@ &= <fAo=TfR=F R ( 4\

Operatoren = (2 x 2)-Matraen mit komplexen
o Zahlen als Eemc:::ﬁée_n_ . D =F

Wf'rkuﬂg ::I.a.é Vc/cl_."_pﬂr von C s ( = Z—-r‘efhfye
Sﬁa/&nwmi'n‘x mit komplexen Eemeut‘cﬂ) ¢ =

M a'frr'zehmu(ﬁfﬁ‘kqﬁba

S

/\
P
>
aQ
N
)
\—h
Il
I
T
N—
|

<Af.3> = T (¥)=ifitn i

> <Afi>= <fAp> , YhreH-%

Beachte : Stimmt mi¢ —ﬁeyn}fi er Sef.bs‘f‘ddjlfnyfhfﬂﬂl‘
ﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁ (Hermitezi L) n-reinger Hatrigen Halri2en =

[T T T }fLﬂbﬂ':.ﬂ
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(D) * = L°(R)

Ogemi-orfef : Mﬁhﬁue Opem{?rcq odler
'Diferenﬁafuperufore{l oder _[htegralqeeratoren
Oder [inearkombinafionen Von S‘ofc;eﬂ o
(s- Operatoralgebra) , i.a. & < X

"2bsolwt Séel-ig”

f

4

3;& ={f6 L*(R) ' JC Stettg d%rehzfekbar

e g s ™ i e g g it s e g s N e N s Ve

h R, fle L3R)y < R

PR i -

Au;‘qa.be@ :3‘ in B hermitesch , da

A A
p— ooy 480
<f, Ag’ = [alx Lrx(Ag) ) = —1 | dx £¥x)g'(x)
- R i
$62 )
= -1 f*(x)gcx) ‘_M e 4 fa!x f*’(x)g(x)
= —o° R p—
S -
O ) V f.&'g & 3& 5 [)C CX)]

da Lim£x) T wnd nall

’ X=t o=
!.S‘('} und dasselbe ﬂ'r Z /(€

= f Ax [—2F ‘o)1 g(x)

R — o o
(/a J(x) = P(x) :\ﬁ_fﬂa‘_-_‘.
L f cF A n @E

= (Af,g>, Vfige By segarsal
<%
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Aliebm von Operatoren
(1) Addition von Operatoren : ;3\ =2 B Operator
(ﬁm’%),ﬂ:=ﬁf@'§f ,7‘6@5 = &, /1 Py

ko mmutativ

(2) Mu(ﬁeﬁkaﬁon Zahl mal E)Eerc:tfor: o [ ﬁ Opemfor
(xmA)f: =ol@(ﬁf -féa%dmﬂ=§ﬁ

[k ommutaktiv Fmr [ineare Oper'afmem

m Mu{hﬁhkqﬁon Von C)Eerqéorew A X B Oﬁemfnr
AaBlf: = A(BH|> €%z

-9 P)fC‘hf‘ )
M kommubabiv = {féogg {’B]CE@A -II
"Th der Praxis” A
Schreibt man nabkitich statt A BB einfach A+B
stat K BA enfach KA
A . AN
Staff ARB rinfack AEB,
also 2B. fr @ - (A+ B)f = Af+Bf ,

ik Voh DR
AgB:= Am[caB]

"In der Praxis

/ﬁt—-% F = ﬁ -+ (-1)% geschrieben .




