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1.1 Thermodynamische Potentiale

1.1 Thermodynamische Potentiale

(a) "kondensierte Materie”

(i) thermodynamische Variable
o Temperatur T
o Druck P
o Volumen V
o Entropie S
o Teilchenzahl N
(ii) thermodynamische Potentiale in ihren natiirlichen Variablen
e innere Energie
E=E(S,V)
e freie Energie (Helmholtz free energy)
F=F(T,V)=E-TS
e Enthalpie
H=H(S,P)=E+ PV
e freie Enthalpie (Gibbs free energy)

G=G(T,P)=H-TS
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1.1 Thermodynamische Potentiale

es gilt die Grundgleichung der Thermodynamik:

1 P
= —dE+ —=dV
ds 7_d + Td
dE = TdS - PdV
die thermodynamischen Variablen (T, S, P, V) erhilt man iiber

geeignete erste Ableitungen der thermodynamischen Potentiale
(E,F,G,H)

das Maxwell-Quadrat faBt diese ersten Ableitungen der Potentiale nach
den natiirlichen thermodynamischen Variablen zusammen:

F
Y g zum Beispiel:
OE 0E
T=(Z= p—_ (%%
: ; (5s), 7= (),
S H P
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1.1 Thermodynamische Potentiale

(iii) 'response’-Funktionen
zweite Ableitungen der thermodynamischen Potentiale nach ihren
natiirlichen Variablen

diese GroBen sind experimentell gut zugdnglich

e Wairmekapazititen bei konstantem V (Cy) bzw. P (Cp)

OE O°F oH 8°G
CV—(W)V—‘T<W)V CP‘(W)P—‘T(W)P

e isotherme (k1) bzw. adiabatische (ks) Kompressibilitdten

1 (Ov) 1 (826) 1 (8V) 1 (62H)
KT = —— R = —— _— K = —— R = — — _—
vV \oP/; v \oP2 ), V\oP /g v \opr2/,

e thermischer (isobarer) Ausdehnungskoeffizient ap

7l(‘1‘/) 7i(32G)
**=v\ar/),” v\ator

e isochorer Spannungskoeffizient 8y
1 <8P) 1 ( 8%F )
Bv=3(2=) =-3
P\OT /vy P \0ToV
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1.1 Thermodynamische Potentiale

es lassen sich exakte Relationen zwischen den 'response’ Funktionen
herleiten (vgl. LVA " Statistische Physik I"), wie zum Beispiel

k7(Cp — Cy) = TVa3 Cp(kT — ks) = TVab

Hinweise:

o System heiBt thermisch stabil, wenn Cx > 0
System heiBt mechanisch stabil, wenn kx > 0
'response’-Funktionen ermdglichen somit Riickschliisse auf die
thermische, mechanische, ... Stabilitdt des Systems

o Vorzeichen der 'response’-Funktionen geben Information iiber das
konkave bzw. konvexe Verhalten der thermodynamischen Potentiale als
Funktionen ihrer thermodynamischen Variablen

o G(T,P) ist konkav in T und P, da

e &G 1
Z ) =— < — ) =—ZCp <
( P2) Ve <0 <5T2)P TCp 0

o F(T,V) ist konkav in T und konvex in V/, da

9*F 1 *F 1
<8V2)T Vi 20 (8T2>V FCv=0
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1.1 Thermodynamische Potentiale

(b) magnetische Systeme

e Einfiihrung zweier neuer thermodynamischer Variablen:
o M — Magnetisierung
o Hp, — duBeres magnetisches Feld (spater als H bezeichnet)

e zugrundeliegende Annahme: Druck und Volumen spielen keine Rolle

Frage zu Beginn: wie kann man die Grundgleichung der Thermodynamik auf
magnetische Systeme erweitern (vgl. Ref. [1.1, 1.2])

in der Literatur werden zwei dquivalente Formulierungen verwendet:

()
dE, = TdS — MdHy,

(b)
dEp = TdS + HmdM

diese Gleichung wird in dieser Lehrveranstaltung verwendet

entspricht einer formalen Ersetzung V — —M und P — H,,
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dhnlich wie bei den Fliissigkeiten gilt nun (vgl. Ref. [1.1]):

(i) thermodynamische Variable
o Temperatur T

Feld H,,

Magnetisierung M

Entropie S

Teilchenzahl N

(ii) thermodynamische Potentiale in ihren natiirlichen Variablen

[e]
[e]
o
[e]

e innere Energie
E=E(S,M)

e freie Energie (Helmholtz free energy)

e Enthalpie
H=H(S,Hn) = E— HuM

e freie Enthalpie (Gibbs free energy)
G=G(T,Hn)=H-TS
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1.1 Thermodynamische Potentiale

die thermodynamischen Variablen (T, S, H, M) erhélt man iber

geeignete erste Ableitungen der thermodynamischen Potentiale
(E,F,G,H):

o innere Energie: T = (%5),, Hn=(35),

o freie Energie: S=—(55),,  Hn= (),

o freie Enthalpie: S = — (4%),, M=— 88’5;)7
e Enthalpie: T = (%)Hm M= _ (ﬁ)s

das Maxwell-Quadrat faBt diese ersten Relationen zusammen:

zum Beispiel:
-M F T
oF
H, = —
+(aM)T
s ¢ v (26
-~ \OHn, T
S H H,
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1.1 Thermodynamische Potentiale

(iii) 'response’-Funktionen

zweite Ableitungen der thermodynamischen Potentiale nach ihren
natiirlichen Variablen

diese GroBen sind experimentell gut zugdnglich
o Wirmekapazititen bei konstantem M (Cy) bzw. Hp (Ch,,)

8%F 8%G
CM‘*(W)M Co —‘T(aﬂ)Hm

e isotherme (x 1) bzw. adiabatische (xs) Suszeptibilitdten

. <8M> (62G) . (a/v/) (82H)
T = —_— = — S: [R— — [
OHm ) + oHZ ) + OHm ) & OHR ) s

e thermischer Magnetisierungskoeffizient o,

o — (M
m=\ot1 ),
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1.1 Thermodynamische Potentiale

es lassen sich exakte Relationen zwischen den 'response’-Funktionen
herleiten (vgl. Ref. [1.1]), wie zum Beispiel

x7(Ch, — Cm) = Tog, Ch,(XT — x5) = Tog,

Hinweise:

(i) die Cx und xx kdnnen nun auch negativ sein
(ii) daher: konvexes und konkaves Verhalten der thermodynamischen
Potentiale als Funktionen ihrer thermodynamischer Variablen ist a
priori nicht mehr garantiert
(iii) es gilt aber:
148t sich die Hamilton-Funktion, H, des Systems in der Form

H=Ho— MH, bzw. H=Ho— MH,

schreiben, dann ist (vgl. Ref. [1.1]):

o G(T,Hm) konkav in T und in Hp,
o F(T,M) konkav in T und konvex in M
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1.2 Magnetische Modellsysteme

1.2 Magnetische Modellsysteme

(a) lIsing Spin-1/2 System
eingefiihrt von Ising & Lenz (1925) — Ref. [1.3]

e das System besteht aus N klassischen Spins, s; (mit i =1,--- , N), die
auf einem regelmaBigen D-dimensionalen Gitter angeordnet sind;
D ist dabei die Dimension des Systems

o die beiden moglichen Einstellungen der Spins sind durch s; = +1
gegeben, i =1,--- N

e es handelt sich also um ein diskretes Modell, d.h. die Zahl der Punkte
im Phasenraum ist abz&hlbar

e das System wird durch die Hamiltonfunktion  beschrieben

I
H=-J Z Sisj — Hst,-
i<y i
Bemerkungen:
e J wird als Austauschenergie (Kopplungskonstante) bezeichnet
o J=0 ... Paramagnet
o J <0 ... antiparallele Einstellung der Spins bevorzugt
o J >0 ... parallele Einstellung der Spins bevorzugt
e H,, ist das externe Magnetfeld
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1.2 Magnetische Modellsysteme

e oft wird die Wechselwirkung zwischen den Spins auf die ndchsten
Nachbarn eingeschrankt
formale Schreibweise: .. ; — > i p)

e mogliche Erweiterung: " abstandsabhangige” Kopplungskonstanten
Jo @

e obwohl die Abstinde der Spins untereinander nicht in die
Hamiltonfunktion H eingehen, ist fiir D > 2 die Gestalt des Gitters fiir
die thermodynamischen Eigenschaften doch sehr wesentlich

Eigenschaften des Ising Spin-1/2 Systems:
e D=1:
o lineare Kette (evtl. mit periodischen Randbedingungen)
o geschlossene Ausdriicke fiir die thermodynamischen Eigenschaften
lassen sich relativ leicht herleiten (vgl. "Erganzungen zu Kapitel 1)
o ein 'kritischer Punkt’ existiert bei Tc =0
e D=2:
o analytische L8sung des Problems wurde von Onsager (1944; Ref. [1.4])
fiir ndchste-Nachbar-Wechselwirkung und ein quadratisches Gitter bei
Hp = 0 hergeleitet (vgl. Ref. [1.5, 1.6, 1.7, 1.8])
o thermodynamische Potentiale lassen sich durch geschlossene, allerdings
sehr komplexe Ausdriicke angeben
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1.2 Magnetische Modellsysteme

o es ergibt sich ein nicht-triviales kritisches Verhalten, d.h. T. >0

o fiir alle anderen zwei-dimensionalen Ising-Modelle (also:
nicht-quadratisches Gitter und/oder H,, # 0) miissen zur Berechnung
der Systemeigenschaften numerische (N3herungs-)Verfahren oder
Simulationen herangezogen werden

o Beispiele fiir zwei-dimensionale Geometrien fiir Ising-Modelle:

(a) (b)

(©)

(a): Quadratgitter, (b): Dreiecksgitter, (c): Honigwabengitter;
aus Ref. [1.7].
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1.2 Magnetische Modellsysteme
e D=23:

o es tritt — je nach Systemparametern und Gittergeometrie — eine
komplexe Vielfalt an Phasenverhalten auf
o zur Berechnung der Systemeigenschaften miissen numerische
(N3herungs-)Verfahren oder Simulationen herangezogen werden
eine ausfiihrliche Diskussion der Fille D = 1 und D = 2 ist in den " Erganzungen
zu Kapitel 1" zusammengefaBt
(b) Ising Spin-1 System
e das System besteht aus N klassischen Spins, s; (mit i =1,--- , N), die
auf einem regelmiaBigen D-dimensionalen Gitter angeordnet sind
e die drei méglichen Spineinstellungen der Spins sind durch
si=—1,0,+1 gegeben, i =1,--- /N
e die allgemeinste Form der Hamilton-Funktion 7, die das System
beschreibt, ist durch folgenden Ausdruck gegeben

H = —J le,-sj —J@ Z:/s,zsj2 — J® Zs,z -
(ij) i

(i)

/

—J© Z (s7sj+sis7) — HZS,'
(i) i

e je nach Systemparametern und Gittergeometrie tritt ein reichhaltiges

Phasenverhalten auf
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1.2 Magnetische Modellsysteme
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