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5.1 Einleitung

(a) Motivation
Computerunterstziitzte Physik ('computational physics’), die sich methodisch der
Computersimulationen bedient, wird zunehmend als drittes Standbein der Physik
neben der theoretischen und der experimentellen Physik betrachtet
Begriindung, Notwendigkeit:

e es existiert nur eine sehr kleine Zahl an exakt (d.h. analytisch) Idsbaren
Modellen (z.B., Ising Modell fiir D = 2); Computersimulationen
ergdnzen/ersetzen /testen daher theoretische (Naherungs-)Verfahren

e Simulationen setzen Standards, in dem sie 'quasi-exakte’ Ergebnisse
liefern

e Simulationen ermdglichen Behandlung komplexerer Probleme, als dies
mit Hilfe theoretischer (N3herungs-)Verfahren méglich ist

e Simulationen fiihren oft iiber Experimente und experimentelle
Moglichkeiten hinaus:

o extreme Bedingungen (Temperatur, Druck, ...)

o computational materials design: Abtasten hochdimensionaler
Parameterrdume, freie Variation des Modells = Suche nach neuen
Systemen (Physik, Chemie, Pharmazie, Werkstoffwissenschaften, ...)
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5.1 Einleitung

Experimental Results

[ ]
Perform experiment (real system)
Complex Fluid Test model
(real system)
Make model Simulation Results
Perform simulation (model system)
[ ]
Complex Fluid
(model system) Test theory
Construct theory ‘Theoretical Predictions
(model system)

Aus Ref. [4.1].
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aus dem Vergleich zwischen den Ergebnissen
aus Computersimulationen und
experimentellen Ergebnissen erhidlt man
Informationen iiber
Anwendbarkeit/VerlaBlichkeit eines Modells
fiir ein System

aus dem Vergleich zwischen den Ergebnissen
aus Computersimulationen und theoretischen
Vorhersagen erhilt man Informationen tiber
die Qualitdt und Anwendbarkeit des
theoretischen (N&herungs-)Methode

2. Juni 2015 3/41



(b) (Kurze) Geschichte von Computersimulationen

e einfache Modelle fliissiger Strukturen:
Gelatinekugeln, Eisenkugeln — J.D. Bernal (~ 1930)

e erste Computersimulationen von N. Metropolis et al. (1953) — Los
Alamos: Monte Carlo Simulationen an harten Teilchen (Scheiben)

e erste Molekulardynamik Simulationen von Alder und Wainwright
(1956) an harten Teilchen

Trajektorien harter Scheiben: Festkérper (links) und fliissige Phase (rechts); aus
Ref. [4.2].

e Monte Carlo Simulationen an einem Lennard-Jones System von Wood
und Parker (1957)
o erste Molekulardynamik Simulationen an Lennard-Jones Systemen von
Rahman (1964)
e Computersimulationen beginnen sich ~ 1967 durchzusetzen
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in der Folge:

e Simulationen an Systemen mit zunehmender Komplexitat werden
durchgefiihrt: Molekiile (ab 1968), Wasser (ab 1969), ..., ab initio
Simulationen (unter Beriicksichtigung atomarer und elektronischer
Freiheitsgrade), ...

weitere Anwendungen:

e Nichtgleichgewichtssimulationen
e Quantenflissigkeiten

e biologische Systeme

e ...

andere Bereiche, wo Simulationen eine groBe Rolle spielen:

Katalyse

computational materials design

Aerodynamik
Methode der Finiten Elemente
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5.1 Einleitung

(c) Grundlagen
e Festlegung des Modells durch
(i) die Hamilton-Funktion H
(ii) die Geometrie des Systems,
(iii) ...
e Wahl des Ensembles legt den Phasenraum I = {z} = {p",r"N} fest
o N = const., V = const., E = const. = mikrokanonisches Ensemble
o N = const., V = const.,, T = const. = kanonisches Ensemble
o ...

e Ziel von Computersimulationen ist die Berechnung physikalischer
Eigenschaften (Thermodynamik, strukturelle Eigenschaften,
elektronische Eigenschaften, Transporteigenschaften, ...) mit Hilfe einer
geeigneten Mittelwertbildung im Phasenraum

sei A= A(z) eine Observable, dann gibt es (in der klassischen
Statistischen Physik) zwei Moglichkeiten der Mittelwertbildung;
(i) Ensemblemittelwert mit Hilfe jener Verteilungsfunktion f(z), die das
Ensemble charakterisiert

Z= /dzf(z) Zustandssumme

r

(A)e = %/dzA(z)f(z) Ensemblemittelwert
r
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5.1 Einleitung

(i) Zeitmittelwert: Konstruktion einer Trajektorie z = z(t) durch den

Phasenraum, Mittelwertbildung erfolgt dann entlang dieser Trajektorie

liber ein Zeitintervall T, mit (idealerweise) T — oo
1 [T
(A): = lim = dt'A[z(t')]  Zeitmittelwert
Tooo T 0

zentrale Frage: gilt die Gleichheit dieser Mittelwerte, also

fiihrt zur Ergodenhypothese
in der Praxis

o koénnen nur endliche Bereiche im Phasenraum [ abgetastet werden
o kann nur eine endliche Beobachtungsdauer T realisiert werden

praktische Umsetzung:

(i) stochastische Methode:
es wird (fast immer) nur der Konfigurationsanteil von 7 benétigt;
'Bewegung’ von einer Konfiguration zur anderen im

Konfigurationsraum ' mit Hilfe einer 'probabilistischen Mechanik’ =

Monte Carlo Simulation
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5.1 Einleitung

(ii) deterministische Methode:

Verwendung der intrinsischen Dynamik (Newton, Lagrange, Hamilton)

des Systems:
es werden die Bewegungsgleichungen aufgestellt und numerisch
integriert

t=t  z(to) = {p1(t), - ,pPn(to)iri(to), -~ ,rn(to)}

numerische Integration ﬂ
t> 1 z(t) = {pu(t), - ,pn(t);ira(t), - ,ra(t)}

= Molekulardynamik Simulation
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5.1 Einleitung

(d) Mittelwerte und Fluktuationen
Aussage aus der LVA " Statistische Physik I":
.. im thermodynamischen Grenzwert (also, z.B., N — oo und V — co mit
0 = N/V = const.) stimmen die in verschiedenen Ensembles ermittelten
Ergebnisse fiir eine Observable (die mit Hilfe von Mittelwerten berechnet
wurden) iiberein ...

in der Praxis von Computersimulationen kénnen aber nur Ensembles mit endlicher
GroBe (z.B. Teilchenzahl, Volumen, ...) betrachtet werden, daher ist obige Aussage
nicht mehr richtig

aber: es kdnnen Beziehungen zwischen den Mittelwerten in den verschiedenen
Ensembles hergeleitet werden (vgl., z.B., Ref. [4.1])

Mittelwerte:

bei der Berechnung physikalischer Observablen iiber Zeit- oder
Ensemblemittelwerte werden grundlegende thermodynamische Relationen

ausgeniitzt
Beispiele:
e Temperatur: sei H = K 4+ V, dann ist
3
(K) = ENkBT = (kinetische) Temperatur
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5.1 Einleitung

e Druck: sei F; = =V V(rq,--- ,ry) die Kraft, die auf das Teilchen mit
Index i wirkt, dann gilt

N
1
PV = NkgT — =( Z r;-F;))  (Virial-)Druck
3 i=1

e statische Korrelationsfunktionen:
F(r,r) = ((e(r) = 0) (o(r') = 0))
geben Auskunft iiber die statische Struktur

e dynamische Korrelationsfunktionen:
Geschwindigkeitsautorkorrelationsfunktion W(t)

1 o0
W(t) = () wilk) = D= / dew(t)
0
W(t) gibt Auskunft iiber die dynamischen Eigenschaften des Systems

und, im weiteren, iiber Transporteigenschaften (D ist hier der
Diffusionskoeffizient)
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5.1 Einleitung

Fluktuationen:

e die Wahl des Systems, des Ensembles und der Randbedingungen legen
(rigorose) ErhaltungsgroBen fest (Noether-Theorem)
Beispiele fiir ErhaltungsgroBen:
o Gesamtenergie im mikrokanonischen Ensemble
o Gesamtimpuls in Ensembles mit fixer Teilchenzahl und periodischen
Randbedingungen

o ...
ErhaltungsgroBen sind wichtig, um AufschluB iiber die numerische
Genauigkeit der Implementierung der Computersimulation zu erhalten
e andere GroBen diirfen/sollen fluktuieren:
sei A eine Observable und §A = A — (A) mit ((JA)%) = (A%) — (A)2
es gilt, zum Beispiel (Beweise sind in Ref. [4.1] angegeben):

(o}
3Nks
2Cy

(V) ve = (5K wve = o Nk T2 (1 -

(VY wpr = Vkp TrT

2

N
((ON)?) vt = ks T RT

o e
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5.1 Einleitung

(e) Nachteile und Schwachpunkte von Computersimulationen

e begrenzte EnsemblegroBe:

10% ~ 107 Teilchen im Vergleich zu ~ 10?3 Teilchen in realen Systemen
e verschiedene Zeitskalen innerhalb eines Modells/Problems

z.B.: Elektronen vs. Kerne, Molekiile vs. Bestandteile der Molekiile, ...
e begrenzte Computerleistung

(sowohl beziiglich Rechenzeit als auch Speicherplatz)
e begrenzte numerische Genauigkeit
e MittelungsprozeB
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5.2 Periodische Randbedingungen

Hauptproblem von Computersimulationen: endliche SystemgrdBe (Teilchenzahl N)
SystemgroBe durch Rechenleistung begrenzt, da die Berechnung von Kréften oder
Energien (im allgemeinen) wie N? skaliert

die (relativ) kleine SystemgréBe fiihrt zu erheblichen Einschrinkungen:

e begrenzte Statistik
e Oberflacheneffekte

in einem Wiirfel mit 10 x 10 x 10 = 1000 Teilchen befinden sich 488 (!) Teilchen
an den sechs Oberflichen; ohne zusitzliche MaBnahmen wirken auf die Teilchen an
den Oberfldchen (bzw. nahe den Oberfldchen) andere Krifte als auf jene Teilchen,

die sich im Inneren des Wiirfels befinden
e eingeschrankte Beschreibung kritischer Phdnomene
o ...
Mogliche Randbedingungen:
e harte, undurchdringliche Wande

e periodische Randbedingungen (Born & von Karman, 1912)

e spezielle, problemspezifische Randbedingungen
(Oberflachen, Schichtstrukturen, ...)
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5.2 Periodische Randbedinungen

periodische Randbedingungen
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Schematische Darstellung einer (zwei dimensionalen) Simulationszelle mit periodischen
Randbedingungen; aus Ref. [4.3].

e die Simulationszelle wird 'vervielfiltigt'; somit wird ein periodisches Gitter
aufgebaut;
die Simulationszelle muB nicht notwendigerweise kubisch sein!

e die Bewegungen der Teilchen in der zentralen Zelle und in den Spiegelzellen
verlaufen parallel

e der Austritt eines Teilchens aus der (zentralen) Simulationszelle entspricht dem
Eintritt seines Spiegelteilchens aus einer Kopie der Simulationszelle = die
Teilchenzahl und somit die Teilchendichte bleibt erhalten
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5.2 Periodische Randbedinungen

e es werden nur die Daten (Orte, Geschwindigkeiten, ...) der Teilchen in der
zentralen Simulationszelle abgespeichert

e fiir die Reichweite des Potentials wird ein Abschneideradius r. (mit ro < L/2)
eingefiihrt
es gilt die 'minimum image convention': ein herausgegriffenes Teilchen ist mit all
jenen Teilchen in Wechselwirkung, die sich zu einem gegebenen Zeitpunkt in einer
(fiktiven) Zelle befinden, die (maximal) so groB ist wie die Simulationszelle und um
dieses Teilchen zentriert ist

e die Einfiihrung eines Abschneideradius erfordert spezielle Methoden (z.B.
Ewald-Summen) bei langreichweitigen Potentialen (z.B. Coulomb-Wechselwirkung,
Dipolwechselwirkung, ...)

Fragen, Probleme:

e ist das 'kleine’ System mit periodischen Randbedinungen dquivalent dem groBen
('realistischen’) System?

e was passiert bei Phdnomenen, wo langreicheweitige Korrelationen relevant sind
(kritische Phanomene, ...)
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5.3 Molekulardynamik Simulationen

(a) Molekulardynamik Simulationen im mikrokanonischen Ensemble
System ist gegeben durch:
o Teilchenzahl N (fest)
o Volumen V (fest); z.B. Wiirfel
o Annahme: es existieren keine duBeren Kréfte (wie, z.B., Schwerkraft)
o die Hamiltonfunktion ist gegeben durch

N
H=H(r, - ,enp1, -, pn) = KV +V(EY) mit K= %
Bewegungsgleichungen: =
(i) Hamilton
dri(t) OH dpi(t) oH
dt  op; a o LN
(i) Newton
d?ri(t)

> = pi(t d?ri(t
T eta/m } m ;tg ) _F — v
5 = —-ViV =F;
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5.3 Molekulardynamik Simulationen

Bemerkungen:
e es existieren je nach Randbedinungen ErhaltungsgréBen
e die Bewegungsgleichungen sind formal invariant unter Zeitumkehr
e besondere Algorithmen werden bei Systemen mit unstetigen
Potentialen bendtigt

numerische Integration der Bewegungsgleichungen:

o Diskretisierung der Zeit: t = iAt, i=1,--- Nyt
At ist das Zeitinkrement — wird systemspezifisch gewahlt
(z.B. Argon: At ~ 10715 s)
Simulationsdauer N+ — wird systemspezifisch gewahlt
(z.B. 'einfache’ Fliissigkeiten: Nt ~ 10°)
somit ergibt sich eine makroskopische Simulationsdauer von ~ 1079 s

G. Kahl & F. Libisch (136) Statistische Physik Il — Kapitel 5 2. Juni 2015 17 / 41



5.3 Molekulardynamik Simulationen

e durch die Diskretisierung in der Zeit werden die Differentialgleichungen
der Bewegungsgleichungen zu Differenzengleichungen fiir die
diskretisierten Orte, Geschwindigkeiten, Beschleunigungen, ... der

Teilchen:
r(t) = r(t=iAt)
d’(kjgt) —w(t) = wi(t=iAt)
2
d;i;(t):ak(t) = at=iAt) k=1,--,N

numerische Lésungsstrategien der Differenzengleichungen:
es handelt sich um 3N gekoppelte Differenzengleichungen, die zu vorgegebenen
Anfangsbedingungen

(=0 v"(t=0)} baw. {(t=0)r"(t= A1)}
numerisch geldst werden miissen
in der Literatur existieren zahlreiche numerische Verfahren, um dieses Problem zu

I6sen (vgl. Ref. 4.1, 4.4])
Qualitatskriterien: Stabilitat, Genauigkeit, numerischer Aufwand, ...

G. Kahl & F. Libisch (136) Statistische Physik Il — Kapitel 5 2. Juni 2015 18 / 41



5.3 Molekulardynamik Simulationen

Beispiele

(a) Verlet-Algorithmus (Teilchenindex weggelassen)

r(t+ At) = r(t) + At v(t) + (1/2) (At) a(t) +

r(t — At) = r(t) — At v(t) + (1/2) (At)*a(t) + -
somit

r(t+ At) 2 2r(t) — r(t — At) + (At) a(t) + O [(At)*]
wobei () .
r
a(t) = F = ——VV(I’N)

m
weiters

v(t) = ﬁ [r(t + At) — r(t — At)] + O [(AL)?]

G. Kahl & F. Libisch (136) Statistische Physik Il — Kapitel 5
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(b) 'leap-frog'-Algorithmus

r(t + At)
v(t+ At/2)
mit

v(t) ==

r(t) + At v(t + At/2) +
v(t — At/2) + At a(t) +

[v(t + At/2) —v(t — At/2)]

die Geschwindigkeiten werden zu 'halbzahligen’ Zeitschritten
berechnet, wahrend Orte und Beschleunigungen zu 'ganzzahligen’

Zeitschritten ermittelt werden

(a) 1—at 1+t

t+0t

t—ot t t+ot 1=at t 1+t

t—ot t

A

v

t
r 3
[
T

a 7

l+1

HT']F"F‘/ZHJ

l[llj

Schematische Darstellung der Berechnung der Teilchenorte aus den Geschwindigkeiten
und den Beschleunigungen beim Verlet (oben) und beim 'leap-frog’ (unten) Algorithmus;
aus Ref. [4.1].
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5.3 Molekulardynamik Simulationen

Bemerkungen:

o die Wahl des Integrationsalgorithmus ist sehr heikel;
dabei miissen konzeptuell bessere Algorithmen nicht notwendigerweise
bessere Ergebnisse liefern; oft liefert bereits der Verlet-Algorithmus sehr
gute Ergebnisse

o eine formale Zeitumkehrsymmetrie ist in der Praxis nicht realisiert

o Lyapunov-Instabilitat
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5.3 Molekulardynamik Simulationen

Umsetzung einer Molekulardynamik Simulation:

(i) Anfangsbedingungen fiir die Teilchenkoordinaten und/oder Teilchen
Geschwindigkeiten werden fiir t = 0 vorgegeben, also

(N =0;vN(t =0} baw. {N(t=0);rV(t = A1)}
(i) Berechnung von V(r") fiir t =0 und t = At;
daraus erfolgt die (numerische) Berechnung der Krafte F; zum

Zeitpunkt At lber F; = —V;V
(iii) Berechnung von r (At + At) = rg(2At) aus

1
(At + At) = 2r (At) — r(0) + (At)? —F(A1)
(iv) Abspeichern und Berechnung verschiedener Observablen:

(VALY (VWAL [aV(2At)}, ... bzw.  AlpM(2At), rV(2A1)]

(v) Vorriicken der Zeit um At
(vi) zuriick zu Schritt (ii); etc.
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5.3 Molekulardynamik Simulationen

Ablauf einer Molekulardynamik Simulation:

e Initialisierungsphase: Festlegung der Anfangskonfiguration bzw. der
Anfangsgeschwindigkeiten (z.B. iiber eine Maxwell-Boltzmann
Verteilung, die durch die Temperatur T charakterisiert ist)

e Aquilibrierungsphase: System wird 'beobachtet’ (z.B. zur Uberpriifung
der ErhaltungsgroBen), ...
hier besteht die Moglichkeit, korrigierend einzugreifen (Modifikation
von At, Reskalierung der Geschwindigkeiten, ...)

e Produktionsphase: Zeit wird auf t = 0 zuriickgesetzt, das System wird
sich selbst iiberlassen;
die Koordinaten und die Geschwindigkeiten der Teilchen, sowie weitere
relevante GréBen werden in regelmaBigen Abstinden abgespeichert;
sei N7 Zahl der Integrationsschritte, so gilt fiir den (Zeit-)Mittelwert
einer Observablen A

(A) = WAL > ApY(iAt),rV(iAt)] At
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5.3 Molekulardynamik Simulationen
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Verlauf der kinetischen (oben), der
potentiellen (Mitte) und der gesamten
Energie (unten) als Funktionen der Zeit
(d.h. Molekulardynamikschritte) in einer
Molekulardynamiksimulation im
mikrokanonischen Ensemble; das
simulierte System ist ein Lennard-Jones
System zu den angegebenen
(reduzierten) Dichte- und
Temperaturwerten; aus Ref. [4.5].
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5.3 Molekulardynamik Simulationen

(b) Molekulardynamik Simulationen im kanonischen Ensemble
(i) Andersen Thermostat:

die Teilchen eines (fiktiven) Warmebades (durch die Temperatur T charakterisiert)
wechselwirken tiber zufillig generierte " StoBe” mit den Teilchen des Systems

o

in regelm&Bigen Intervallen wird die Geschwindigkeit eines zufillig
herausgegriffenen Teilchens gemaB einer Maxwell-Boltzmann Verteilung
verandert; dies entspricht einer fiktiven Kollision mit einem Teilchen aus dem
Warmebad

durch die Kollision wird die Energie des Systems verdndert, das System wird
somit auf eine andere Energiefliche 'verschoben’; zwischen zwei dieser
Kollisionen wird das System im Rahmen eines mikrokanonischen Ensembles
simuliert; das System 'bewegt’ sich somit auf einer Folge von Flachen
konstanter Energie

dadurch wird der Phasenraum so abgetastet, wie dies im Rahmen eines
kanonischen Ensembles geschehen wiirde

trotz des sehr einfachen Konzepts, sind einige technische Schwierigkeiten zu
tiberwinden (z.B. Wahl der Kollisionsrate, ..)

das Verfahren ist zur Berechnung mancher thermodynamischer oder
struktureller GréBen (z.B. dynamische Korrelationsfunktionen) nicht geeignet
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5.3 Molekulardynamik Simulationen

(ii) Nosé-Hoover Thermostat:

e es werden eine zusatzlichen Koordinate s und ihr konjugierter Impuls ps
eingefiihrt
fiir den erweiterten Satz von Variablen (virtuelle Variablen) wird eine
Molekulardynamik Simulation im mikrokanonischen Ensemble
durchgefiihrt

e Hamiltonfunktion

N 2 2
Pi Ny Ps In s
HNose = 4y Is =2
Nose ;2m52+ (r )+2Q+g5
o (@ ... effektive Masse
g ... ein vorerst nicht ndher definierter Parameter (sh. spater)
e Bewegungsgleichungen fiir die virtuellen Variablen

ﬁ_afHNose_i @__aHNose__a_v
dt  9p;  ms? dt orj o
ds _ OHnose _ Ps dps _  OHNose _ 1 P
dt  Ops @ dt ds s ims2 B
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5.3 Molekulardynamik Simulationen

e Berechnung der mikrokanonischen Zustandssumme fiir das erweiterte
Ensemble (basierend auf Hyose)

Iy ~ / ds dps dr"V dp" §(Hnose — E) =

N

/ds dps drV dp’Ns3N)6(Z +% +g|nﬁs E)

p'=p/s

H(5/N7?N)

mit §[f(s)] = 0(s — s0)/|f'(s0)|, wobei sp (einfache) Nullstelle von f(s)
ist, gilt somit

v~ / dps dp’™ drV [ / FRCRCITEINS
x6[s—exp{—§<7—l(p’N,rN)—%— )}H
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5.3 Molekulardynamik Simulationen

2
v~ gexp[E(3N +1)/g] {/ dps exp {_531\/;— 1 2%} } -

X {/dr’v dp™V exp {—§(3N+ 1)H(p’N,rN)]}
= C/drN dp™™ exp [-BH(P'™M,r")]  wenn g =3N +1

der letzte Ausdruck entspricht aber einer kanonischen Zustandssumme
fiir die Hamiltonfunktion H(p'V,r"), also in den Variablen p’N und rV

zusammenfassend ist die

mikrokanonische Zustandssumme

[mit Hamiltonfunktion Hnose(pV, "V, s, ps)]
(im wesentlichen) gleich der

kanonischen Zustandssumme

[mit Hamiltonfunktion H(p'V, rV)]
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5.3 Molekulardynamik Simulationen

virtuelle Koordinaten reelle Koordinaten
(mikrokanonisches Ensemble)  (kanonisches Ensemble)

P p'=p/s
r r=r
s s'=s
At At = Atl

e die Bewegungsgleichungen fiir die virtuelle Koordinaten sind auf Folie
25 zusammengestellt
die Bewegungsgleichungen fiir reellen Koordinaten lassen sich aus den
obigen Relationen herleiten

e Wahl von Q < Kopplung an den Thermostat
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5.4 Monte Carlo Simulationen

(a) Grundlagen, Monte Carlo Simulationen im kanonischen Ensemble

e in Monte Carlo Simulationen werden zur Berechnung von Observablen
Ensemblemittelwerte ausgewertet; zum Beispiel im kanonischen

Ensemble N
oy, _ e d2A@ Rl IHE] I A) ol ()
Jr dzexp[-BH(2)] Z,’-\ZO exp[—FH(zi)]
e die z; sind ausgewshlte S&tze von verallgemeinerten Koordinaten
e zentrale Frage: wie werden die {z;} ausgewahlt?
e in Monte Carlo Simulationen werden die {z;} bemiB einer

vorgegebenen Wahrscheinlichkeitsverteilung {p;} ausgewihlt;
somit gilt fiir obigen Naherungsausdruck des Ensemblemittelwertes

X Azi)p expl—BH(21)]
5o Pt exp[—BH(2)]
d.h. es werden Zustdnde im Phasenraum zufillig ausgewahlt, wobei die

Wahrscheinlichkeit der Auswahl konsistent ist mit der vorgegebenen
Wahrscheinlichkeitsverteilung der {p;}

(Ae
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5.4 Monte Carlo Simulationen

e Beispiele fiir die {p;}:

(i) alle p; sind gleich: dann werden auch
unphysikalische/unwahrscheinliche Konfigurationen z; (z.B. mit
tiberlappenden Teilchen) mitberiicksichtigt, deren Boltzmannfaktor
exp[—BH(z;)] keinen relevanten Beitrag zu (A) liefert

(ii) 'importance sampling’: die p; werden gemaB der Verteilungsfunktion
f(z) ausgewihlt, die das Ensemble charakterisiert, also p; x f(z;)
konkret fiir das kanonische Ensemble gilt somit

pi o exp[—BH(zi)]

und daher
SN AP expl—AH(z)] 1
Ae ~ ! ~ — Al(z;
w SV it exp[—BH(zi)] Nk ; =) W

e zentrale Frage: wie kann man die Zustdnde z; a priori so auswahlen,
sodaB ihre Wahrscheinlichkeiten p; (im kanonischen Ensemble) gemiB
exp[—BH(z;)] verteilt sind? = Realisierung in einem Markov ProzeB
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5.4 Monte Carlo Simulationen

e Konstruktion einer Folge von Zustdnden z;:

o Markov ProzeB, Markov Kette
* ein Markov ProzeB erzeugt — ausgehend von einem Zustand z; —
einen neuen Zustand z;; dieser ProzeB ist zufallsbehaftet, d.h.,
ausgehend von einem z;, wird nicht immer derselbe Zustand z; erzeugt
* die Wahrscheinlichkeit, daB aus z; der Zustand z; erzeugt wird, wird
mit P(i — j) bezeichnet
* in einem Markov ProzeB ist (i) diese Wahrscheinlichkeit von der Zeit
unabhingig und (ii) sollte nur von den Zustidnden z; und z; abhingen
* weiters gilt: (i) P(i — i) kann von null verschieden sein;
(i) offensichtlich ist

ZP(i—>j):1

* die wiederholte Anwendung eines Markov Prozesses fiihrt zu einer
Markov Kette
* in Monte Carlo Simulationen werden durch speziell konstruierte
Markov Ketten Folgen von Zustianden erzeugt
* damit die Wahrscheinlichkeiten dieser Folge von Zustdnden 'im
Gleichgewicht' nach einer kanonischen Verteilungsfunktion verteilt sind,
miissen zwei weitere Bedingungen eingefiihrt werden:

'ergodicity’ und 'detailed balance’
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5.4 Monte Carlo Simulationen

o 'ergodicity’
ausgehend von einem beliebigen Zustand des Systems, soll jeder andere
Zustand des Systems mit Hilfe eines Markov Prozesses erreicht werden
kénnen (egal wie lange das dauern kann)

o 'detailed balance’
diese Bedingung garantiert, daB im Gleichgewicht die
Wahrscheinlichkeit der Zustiande gemaB der kanonischen
Verteilungsfunktion verteilt sind
Gleichgewicht bedeutet, daB die Ubergangsrate in einen Zustand und
aus diesem Zustand (Index j) gleich sind;
Ausgangspunkt ist ein Spezialfall der s.g. 'master'-Gleichung:

dopP(i =) =3 PG 1) baw. DO pPi ) =p

ohne Beweis: diese Beziehung alleine reicht nicht aus, um zu
garantieren, daB alle p; gemaB der vorgegebenen Verteilungsfunktion
verteilt sind; diese Forderung kann durch folgende zusitzliche Annahme
gewdhrleistet werden:

piP(j — i) = piP(i — j)  'detailed balance’

G. Kahl & F. Libisch (136) Statistische Physik Il — Kapitel 5 2. Juni 2015 33 /41



5.4 Monte Carlo Simulationen

wir betrachten nun ein kanonisches Ensemble und sei E; = H(z;) und
E; = H(z;), dann gilt offensichtlich

PU=D) Pt s ) @

P(i=0)  p
Achtung: hier geht die Verteilungsfunktion des Ensembles ein!
erfiillen die P(i — j) diese Relation, dann ist garantiert, daB die
Wahrscheinlichkeiten der Zustinde z; im Gleichgewicht nach den p;

verteilt sind

allerdings 13Bt Relation (2) zwischen den P(i — j) noch einen relativ
hohen Grad an Freiheit fiir den Algorithmus zu

konkretes Beispiel
o Metropolis Algorithmus
wurde von Metropolis und Mitarbeitern ~ 1953 eingefiihrt
Erzeugung der Zustinde wird in zwei Schritte geteilt:
(i) ausgehend von Zustand z;: Auswahl eines neuen Zustandes z; mit
Wahrscheinlichkeit g(i — j) — 'selection probability’;
(ii) Annahme des Zustandes z; mit Wahrscheinlichkeit A(i — j) —
'acceptance ratio’
somit
PG—1i) g(j— NAG—)
P(i—J)  g(i = AU —))
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5.4 Monte Carlo Simulationen

(i) konkret wéhlt man aus rechentechnischen Griinden
g(i — j) = const.; somit

PU—i) _AG=D) o ae e
o) = ar— — eelA(E ~ E) ®)

(ii) damit die Akzeptanzrate aus Effizienzgriinden mdglichst groB ist,
wiahlt man sinnvollerweise folgende Lésung fiir die A(i — j):

.~ _ | exp[-B(Ej—E})] wenn Ej—E >0
Al =~ J) = { 1 sonst
aber: jede andere Akzeptanzrate, die (3) erfiillt, ist de facto genauso

gut

e Monte Carlo Simulation im kanonischen Ensemble (Fliissigkeit)

o da die zeitliche Entwicklung bei Monte Carlo Simulationen
offensichtlich keine Rolle spielt, werden in den z; die Impulse
weggelassen; somit z; = {r"}; und E = V({r"'}))

o ausgehend von einem Zustand {r"}; wird ein Zustand {r"}; erzeugt;
dies geschieht, in dem man die Position eines zufllig herausgegriffenen
Teilchens, ro.; um einen Vektor dr,;; verschiebt; der Betrag von dr,;; ist
durch das 'maximal displacement’ begrenzt, seine Richtung ist durch
Zufallszahlen gegeben
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5.4 Monte Carlo Simulationen

o Berechnung von E; = V({r"};) und E; = V({r"};)
o der neue Zustand {r"}; wird mit der Wahrscheinlichkeit

A(i - j) 1 sonst

= min{l,exp[-B(E — E)]}

{ exp[—B(E; — Ei)] wenn E; —E; >0

angenommen oder verworfen:
(i) wird der Zustand {r"}; angenommen, so kann aus ihm ein weiterer
Zustand, {r"},, erzeugt werden
(ii) wird der Zustand {r"}; verworfen, so muB gemaB obigem
Algorithmus aus {r"}; ein weiterer Zustand {r"};; erzeugt werden
o Fortfiihrung dieses Verfahrens fiihrt zu einer Folge von Zustinden,
deren Wahrscheinlichkeit konstruktionsgemaB (!) durch die
Verteilungsfunktion des kanonischen Ensembles gegeben ist
o Berechnung von Mittelwerten gem&B Formel (1) auf Folie 31
e Monte Carlo Simulation im kanonischen Ensemble (Spinsystem)
anstelle der {rV}, treten die Spineinstellungen {s"};; ein neuer
Zustand wird dadurch erzeugt, indem man an einem zufillig
herausgegriffenen Teilchen die Richtung die Spineinstellung verandert
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e Ablauf einer Monte Carlo Simulation
vgl. Molekulardynamiksimulationen
o Initialisierungsphase
o Aquilibrierungsphase
o Produktionsphase

G. Kahl & F. Libisch (136)
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5.4 Monte Carlo Simulationen

(b) Monte Carlo Simulationen in anderen thermodynamischen Ensembles

e kanonisch-harmonisches (NPT) Ensemble

neben den Teilchenverschiebungen muB auch das Volumen V des
Systems in einem Monte Carlo Schritt verandert werden

V wird wie eine zusitzliche Koordinate behandelt: V — V/ =V + 4§V,
wobei dV innerhalb eines sinnvoll gewahlten Intervalls variiert werden
kann/soll

Auswahlregeln:
(i) Teilchenverschiebung (Zustande i und j):

AGG > J) = min {1, expl— B(E; — E)]}
(ii) Volumsanderung (V — V'):

AV = V) =
min {1, exp [-B[E(V') — E(V)] + P(V' = V) = NB~*In(V'/V)]] }
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5.4 Monte Carlo Simulationen

e groBkanonisches (uVT) Ensemble

neben den Teilchenverschiebungen kénnen gemaB dem Wert des
chemischen Potentials, u, Teilchen in das System eingesetzt

(N — N + 1) oder Teilchen aus dem System entfernt (N — N — 1)
werden

Auswahlregeln:
(i) Teilchenverschiebung (Zusténde i und j):

A(i = j) = min {1, exp[-B(E; — E)]}

(ii) Teilchenzahldnderung:
AIN—- N+1) = min {1, W\/_'_l)exp Blp—EN+1)+ E(N)]]}

AN - N-1) = min{17/\37Nexp[—ﬁ[,u+E(N—1)—E(N)]]}
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5.4 Monte Carlo Simulationen

Gibbs Ensemble Monte Carlo Simulation (vgl. Ref. 4.6])

volume  or  Pparticle
co:l's;a'r';?!on displacements  or changss transfers

0 5000 10000
N,

Schematische Darstellung der verschiedenen Verdnderungen am System in Gibbs Ensemble
Monte Carlo Simulationen (oben). Unten: Teilchendichte in den Teilsystemen (= Phasen) als
Funktion der Simulationsschritte in einem phasentrennenden Lennard-Jones System; aus Ref.

[4.6].
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5.4 Monte Carlo Simulationen
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